Wurzelgleichungen: Analytische und graphische Losungen
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Wurzelgleichungen

Definition:

Gleichungen, bei denen die Variable im Argument einer
Wurzelfunktion auftritt, heiBen Wurzelgleichungen.

Frage:

Welche der gegebenen Gleichungen sind Wurzelgleichungen?

a) V2x -3 +5-3x=0

b)Y V2l x + x> =3 (x —2) =0
¢c) V6x —2 =3+ x
d)Vad+x—V2+x =1

e) 4\/4—|—x—\/2—|—x2 :\/§+x
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Wurzelgleichungen: Antwort

a) V2x —3 +5—-3x=0
b) \/21x—|—x2—\/§(x—2)=0
c) Vox —2 =3+ x

d) \/4—I—x—\/2+x =7
e) 4\/4-|—x—\/2—|—x2 :\/§+x

Die Gleichungen a), ¢), d) und e) sind Wurzelgleichungen, die Variable x
tritt 1m Argument einer Wurzelfunktion auf. Dagegen ist die Gleichung b)
keine Wurzelgleichung. Die Wurzeln treten zwar auf, aber unter keiner die-
ser Wurzeln steht die Variable x. Diese Gleichung gehort nicht zu den Wur-
zelgleichungen, hier handelt es sich um eine quadratische Gleichung.
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Losen einer Wurzelgleichung

Beim Losen von Wurzelgleichungen nach der Variablen werden die auftretenden
Wurzeln durch Potenzieren beseitigt. In einigen Fillen ist sogar mahrfaches Po-
tenzieren notig. Es kann vorkommen, dass der Definitionsbereich der durch das
Potenzieren entstehenden Gleichung umfassender wird als der Definitionsbereich
der Ausgangsgleichung. Es konnen Scheinlosungen entstehen. Deswegen ist es
notwendig, nach dem Losen eine Probe durchzufiihren.

e Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung!

e Eine Probe 1ist erforderlich!
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Losen einer Wurzelgleichung: Aufgabe 1

Im Folgenden bestimmen wir die Losungen folgender
Wurzelgleichungen

a) G,: vx+1-2=0
b) G, Wx+1+2=0
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Losen einer Wurzelgleichung: Losung la

Ga: vx +1—-—2=0
x+1>20 = D(G)=[-1, o)

Losen der Gleichung durch Quadrieren:

(Vx + 1 — 2)2 = 0° Man verwendet die binomische Formel
(@ +b)?>=a*>+2ab + b?

Wx+1-27=0> > x+1-4Jx+1+4=0

Damit 1st man mit der Losung der gegebenen Gleichung keinen
Schritt vorangekommen, denn die Variable x steht immer noch
unter dem Wurzelzeichen.

1
Vor dem Quadrieren soll eine solche Gleichung in eine Form ge-

bracht werden, so dass die Wurzel isoliert auf einer Seite der
Gleichung steht.
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Losen einer Wurzelgleichung: Losung la

2. vx+1-2=0 = vx + 1 =2

quadriert:

G, : x+1=2", x+1=4 x=3
D(G,)=R, D(G) # D(G)
L(ja:{3}

Jetzt miissen wir priifen, ob die Losungsmenge der Ausgangs-
gleichung und der umgeformten Gleichung gleich sind.

Die Probe fiir diesen Wert zeigt,

x=3 N3+1-2=2-2=0

dass x =3 die Losung der Ausgangsgleichung ist.
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Losen einer Wurzelgleichung: Losung la
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Abb. L-1a: Graphische Losung der Gleichung a)
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Losen einer Wurzelgleichung: Losung 1b
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Die Probe fiir diesen Wert zeigt,
x=3 N3+14+2=2+2=0

dass x =3 keine Losung der Ausgangsgleichung ist.

Durch Quadrieren ist eine Scheinlosung entstanden. Die Ausgangs-
gleichung besitzt keine Losung

LGb:{ﬂ}

Auf dieses Ergebnis konnte man kommen, ohne die Gleichung zu
losen. Die Summe von zwei positiven GroBlen kann nicht Null sein.
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Losen einer Wurzelgleichung: Losung 1b
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Abb. L-1b: Graphische Losung der Gleichung b)
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Wurzelgleichungen: Aufgaben 2-4

Gesucht sind die Losungen folgender Gleichungen:

Aufgabe 2: ]l ++vx +5 =x
Aufgabe 3: Vvx —1+7=x

Aufgabe 4: 2 —J3x+7 =1-—x
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Wurzelgleichungen: Losung 2

I. G: 1++Vx+5 =x

2. Definitionsbereich der Gleichung: x +5>0 = D(G) = [—5, ©)

3. Isolieren der Wurzel: Vv x +5 =x—1

4. Quadrieren der Gleichung: (v x + 5 )2 = (x — 1)
Vorsicht ! Nichtdquivalente Umformung
G: Wx+5)P =(x-1% > x+5=x>—-2x+1

= x’-3x—-4=0, DG =R

3 9 16
x1,2:51 Z—*—T, X1=4, x2=—1

5. Die Losungsmenge der umgeformten Gleichung: L(G) = [—1,4}
6. Probe: x,=4 l1+v4+5=4 4 =4

= L(G)# L(G)
x,=—1 1+vV-1+5=-1 3#-1

7. Die Losung der Gleichung: L(G) = |4 |
3-1a
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Wurzelgleichungen: Losung 2

f(z) = VT F5

H Tl .- -

Abb. L2-1: Graphische Losung der Gleichung. S (4, 3) ist der Schnittpunkt der Funktionen f(x) und g (x).
Die Abszisse des Schnittpunkts S beider Graphen liefert die Losung der Gleichung G.

G: Vvx+5=x-1, f(x)=+Vx+5, g(x)=x—-1
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Wurzelgleichungen: Losung 2

Abb. L2-2: Graphische Losung der Gleichung. Die x-Koordinate des Schnittpunkts S (-1, 0) der Funktion h (x)

mit der x-Achse ist die Scheinlosung der Aufgabe ,
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Wurzelgleichungen: Losung 3

. G: yx—-1+7=x

2. Definitionsbereich der Gleichung: x —1>0 = D(G) = [1, ©)
3. Isolieren der Wurzel: Vx —1 =x —7

4. Quadrieren der Gleichung: (m )2 = (x — 7)2

Nichtaquivalente Umformung !

G: x—1=x"—-14x4+49 < x*—15x+50=0

D(G)=R, D(G) # D(G)
_ 15 J(1s) B B
X), = 7 + 7 — 50, x, =95 x,=10

5. Die Losungsmenge der umgeformten Gleichung: L(G) = {5, 10}
6. Probe: x,=5 VS —=1+7=35 9 #5
x,=10 VI0-1+7=10 10=10

7. Die Losung der Gleichung: L(G) = {10 |
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Wurzelgleichungen: Losung 3

flx) =vz—1

Qrmmmm——————

A

Abb. L3-1: Graphische Losung der Gleichung. S (4, 3) ist der Schnittpunkt der Funktionen f(x) und g (x).
Die Abszisse des Schnittpunkts S beider Graphen liefert die Losung der Gleichung G.
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Wurzelgleichungen: Losung 3

4- l
S
' fl(x) =+ x— 1
2 :
| zg = 10
2 6 8 0 12 14 16 1

h(x) =z*— 15z + 50
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Abb. L3-2: Graphische Losung der Gleichung. Die x-Koordinate des Schnittpunkts S (5, 0) der Funktion h (x)

mit der x-Achse ist die Scheinlosung der Aufgabe
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Wurzelgleichungen: Losung 4

1. G: 2—+V3x+7=1—-—x

2. Definitionsbereich der Gleichung: 3x +7>0, D(G) = [—

, ©)

7
3
3. Isolieren der Wurzel: V3x+7 =x+1

4. Quadrieren der Gleichung: (v3x +7)* = (x + 1)°

Nichtaquivalente Umformung !

G: —x2+x+6=0, XX —x—6=0
D(G) =R, D(G) # D(G)
x,=—2, x,=3

5. Die Losungsmenge der umgeformten Gleichung: L(G) = [—2, 3}

6. Probe: x1=—2 J—6+7=-2+1 1 #—1

= L(G)# L(G)
x,=3 J9+7=3+1, 4

4

7. Die Losung der Gleichung: L(G) = {3}
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Wurzelgleichungen: Losung 4
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Abb. L4-1: Die x-Koordinate des Schnittpunktes der Funktionen f(x) und g (x) ist die Losung der
Wurzelgleichung der Aufgabe

G: Vv3x+7=x+1, L=1{3}
flx)=+v3x+7, g(x)=x+1
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Wurzelgleichungen: Losung 4

-2

Abb. L4-2: Die Funktionen f(x), g (x) und h (x). Die x-Koordinate des Punktes P ist eine Scheinlosung der
Wurzelgleichung
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