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Abb. 1-1: Turbulenz Leonardo da Vinci
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Definition und Eigenschaften der Rotation

Abb. 1-2: Fliefendes Wasser in einem Kanal

Es wird das Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung betrachtet,
z.B. flieBendes Wasser in einem Kanal. Wegen der Reibung am Kanal-
ufer sind die Geschwindigkeitsvektoren in Uferndhe kleiner als in der
Kanalmitte. Kleine auf dem Wasser schwimmende Scheiben drehen sich.

Nur in Kanalmitte schwimmende Scheiben drehen sich (theoretisch) nicht.
Um (an Stelle der Scheiben) die Rotation sehr kleiner Fliissigkeitsteilchen
zu beschreiben, wird eine weitere Operation im Vektorfeld eingefiihrt.
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Definition und Eigenschaften der Rotation

http://www.coranwra.com/~werne/eos/images/eddy-davinci,jpg

Abb. 1-3: Turbulenz Leonardo da Vinci

Unter der Rotation eines Vektorfeldes F versteht man das Vektorfeld
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Eigenschaften der Rotation

I. Fiir ein ebenes Vektorfeld F gilt:

OF, OF,

0 x oy

-

F (x,y) 7

F o (x,y)

F = rot ' =

2. Die Bezeichnung ‘“Rotation” stammt aus der Hydrodynamik und
beschreibt dort die Bildung von “Wirbeln”.

3. Der Vektor rot F bezeichnet die Wirbeldichte des Feldes F.

4. Ist in allen Punkten eines Vektorfeldes rotFF =0, so heif3it das
Feld wirbelfrei.

Die folgenden Vektorfelder der Physik sind wirbelfrei:

e Homogene Vektorfelder (z.B. elektrisches Feld in einem Plattenkon-
densator)

e Zentralfelder (z.B. elektrisches Feld einer Punktladung)

e Zylinderfeld (z.B. elektrisches Feld in der Umgebung eines gelade-
nen Zylinders)

1-3 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Rechenregeln fiir Rotation

Y “"\‘ v, 171, 772 — Vektorfelder; ¢ — Skalarfeld
A i 4 a — ein konstanter Vektor; ¢ — eine Konstante
b .'\ \
A3 4 4
W4 Ny rot @ =0
y \ b rot (cV)=crotV
) WRE B . .
rot (V +d)=rotV
L] ] hl ‘
v iy E ' rot (V,+ V,)=rot V,+ rot V,
rot (pV)=c rot V.—V X grad ¢
Vxa=0
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 1

In den Abbildungen 2-/, 2-2 und 2-3 werden drei
Vektorfelder dargestellt. Was kann man iiber die Ro-

tation dieser Vektorfelder sagen? Priifen Sie es durch
direkte Rechnungen

Abb. 2-1: F=xi+y]
Abb. 222 F=yi-—x]
Abb. 2-3: F=—yi
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 1
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Abb. 2-1: Das Vektorfeld der Funktion F (x,y)=(x,y)
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 1
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Abb. 2-2: Das Vektorfeld der Funktion F (x,y) = (y, -x)
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 1
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Abb. 2-3: Das Vektorfeld der Funktion F (x,y) = (-y, 0)
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Rotation eines Vektorfeldes: Losung 1
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Rotation der folgenden Vektorfelder:

a) ﬁ(x,y)=y7+x}

-

b) ﬁ(x,y):x2i+xy7

- 7—|—x_>'
c) F(x,y)= L5751
xX“+y

d) F(x,y,z2)=x-i+2y-j+3z-k

-

e) F(x,y,z2)=xy-i+yz-j+xz-k

-

f) F(x,y,z)=yz-i+xz-j+xy-k

-

g) Fix,y,z)=e" -7
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Rotation eines Vektorfeldes: Losung 2

e) F(x,y,z)=xy-i+yz-j+xz-k
rotl_*;:—y-?—z-}'—x-%
) F(x,y,z2)=yz-i+xz-j+xy-k, rotF=0

e X

g) F(x,y,z)=e* -7 =ce

rotF=e*(—z-j+y-k)
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 3, 4

Aufgabe 3:
Bestimmen Sie die Rotation der folgenden ebenen
Vektorfelder:
a) Flx,y)= —— | Y

‘/x2+y2 —X
b) Flx,y) = —— ¥ 77 *2

X2+y2 X+ y—

Aufgabe 4:

Zeigen Sie, dass folgende Vektorfelder wirbelfrei sind

a)l_fz— 1 (x_i’+y_]:)
x2—|—y2

b)IE:LZ, F=xi+yj+zk, r#0
r
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Rotation eines Vektorfeldes: Aufgabe 5, 6

Aufeabe 5:

® = P(x,y z) sei ein Skalarfeld. Zeigen Sie, dass

rot grad® =0 bzw. V X (V &) =0

Aufeabe 6:

Wie sind die Parameter a und b zu wihlen, damit die
Rotation des Vektorfeldes F iiberall verschwindet?

F=02xz22+3°2)7 +axy*zj + 2x*z+bxy)k
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Rotation eines Vektorfeldes: Losungen 3, 4

Losung 3:
a) ﬁ(X,Y):% ar ’"Otﬁ:_é, r=vxt+y
—X
b) ﬁ*(x’y):% i;iti , r = x2+y2
o x2+y2+x+2y i 2 2 k
rot F = 2 52373 k:(X +y +X+2y)_3
(x* + y) r
Losung 4: ) rotF = 0
b) F:Lz, F=xi+yj+zk, r#0
r
. 2yz  2yz 2Xxz 2xz 2xy , 2xy | _27&
rot F = | — + , — + , T =0
r r r r' r rt
or? _ ., s0r__2x or®_ 2y or?_ 2z
ox ox 47 oy ot oz
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Rotation eines Vektorfeldes: Losungen 5, 6

Losung S5: i }’ I
0 0 0
rotgrad® = | 0x 0y Oz | =
oP 0P 0P
ox Oy Oz

0% @ o0° b 0> @ GRR) 0> @ 0° P

920y Gy0z’ 0x6z 020x 8ydx  dxby |

(nach dem Satz von Schwarz).

LOsung 6:

F=02xz22+3’2)7 +axy’z7 + 2x*z+bx1y)k

(3b—a) xy*
rot F (x,y) = (1 —0b)y° =0 =
(a —3) ¥’z

= 3b—-a=0, 1-6=0, a-3=0 = a=3, b=1
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