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Gradient, Richtungsableitung

1. Ebene und raumlich Kurven
1.1. Differentiation eines Vektors nach einem Parameter
Al Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung folgendertdfélknktionen

t+t? tcost et
a) r{) :[ t3 ] b) r) :[tzsint], o r@t) =&
WVt Wt t

2. Gradient, Richtungsableitung
2.1. Gradient eines Skalarfeldes
Gesucht ist der Gradient von folgenden skalaren Funktionen

A2
A ¢(xN=2¢ b= 9 e =
D oY= R+ & pleyD) = sy
A3
a) p(xy)=x&-ye, b o(xy)=xe¥ 0 p(xy)=ye
) e(xy) =€V +e 8 ey =" 1) p(xy.2) = xy2€
0 ey =xe%  h) p(xy.)=x&
A4
A ¢y =sinx+cos@). B p(u)=xsint?-3 9 ¢(xy) =cos(3]
Q) ¢(xy2=sin 02 & ¢xyd=cos(Z) 1 e(xyd=xIn(y+cosd
A5

a) o(xy)=xIn2x-y), b) o(X,y,2 =XIny—-2zIn x, ) (XY, =In(X+y+2

A6 Bestimmen Sie die Richtung des grofdten Anstiegs der kumktim PunktP und die Steigung in
dieser Richtung

a e(xy)=xX+Yy, P=(11)

b) ¢(xy)=x +ye?t  P=(12)

0 e(xy.2=x2x+¢€ -z P=(-104)

d e(xy.=eYV+e?+e?%  P=(222), P=(111)



Divergenz

2.2. Richtungsableitung

A7 Bestimmen Sie die Richtungsableitung eines skalarereBeldim PunktP in Richtung des Vek-

torsd
e(xy)=x-2x-y?, d=(-13), P=(L-2
Ve(xy) = (3¢ -2y") - T-4xy- . 1d=VI0 &= % } \%
&~ ey a:-%)xz .2y 67? ‘.
(;_9; Yol y=—2 = 5—3_0 ~ 917

a exy)=xX+x, d=(-1), P=(-2)

b) e(xy)=xX+&* d=(12, P=(11)

0 exy.2=x*+y-z-x-z d=(12-1), P=(21-3)
d) ¢(XY,2 =xyz- 4x¢#, a=(321), P=(3,0-1)

3. Divergenz

A8 Bestimmen Sie die Divergenz folgender Vektorfelder:

a) P=xi+y], P=xi+y]+zk

b Fi=xi+2yj-3zk Fo=xX7+y[+2K

0 Fi=yzi+xzj+xyk  Fa=7-2y’+42K

d Fi= il Y . Fa= A j

i+
Y2 X2t y2

E T+’ T+ K =, =ye T +ze¥ [+ xe?k

au
Il

€)

f) Fi=v?eX+xze?Y +xye? >=xeY+yeZ+zeX



Rotation

A9 Bestimmen Sie die Divergenz folgender Vektorfelder imRup:

a) F=xyzi+xz]+zk, P1=(3, 2 -05), P,=(7,1-1), P3=(7 3 -2)
b) F=xT+y?[+zk Pi=(L -2 4), P,=(-2 -1, 12)
¢) F=xeT+ye[+z€Kk P.,=(0,0,0, P,=(1,00), P3=(0, 2 0)
d) F=yei+ze[+xek, P.=(1L11), P,=(210)
6§ F=er=e(Xi+yj+zK), Plz(o, 3, %) P2=(1, -5, —;)
fy F=e'r=e (xi+y]+zK), P,=(0,11), P,=(2 -3 4)
g) 'f = erz (r+ r+ Iz)a Pl = (15 _19 0)5 P2 = (1’ O’ 0)5 P3 = (1’ 1a _1)
h F=x& T+xé j+xze’k, P.=(10 -1), P,=(0,0,3)
4. Rotation

Bestimmen Sie die Rotation folgender Vektorfelder

A10
a F=Inx-i+Inxy) -7
b) F=lny-T+In(xy)-J+Inz-K
) F=Iny-i+Inhz-jJ+Inx-Kk
d) F=In(xy) -7 +In(y2 -]+ In(x2) -k
& F=In(xy2 -i+Iny-jJ+Iny-K
Al1
a F=¢ - T+6& ]+ Kk b F=e¢" . T+6& -J+e° K
0 ﬁ:%-h%z.ﬂ%-lz Q) FzeY.T+e7. [+ K
e F=e"Y.74+&*2. 7+ &2k fyF=e-T+¢& . -[J+6&- Kk
A12
a) P=xi+yj+zk b)) F=xT+y?j+72k
0 F=vyzi+xzj+xyk  d) If:—);ZT;II;E

6 F=yei+zej+x&k  f) F=y?e*T+xze” |+ xye?k



Linienintegrale

5. Laplace-Operator
A13 Wenden Sie den Laplace-Operator auf folgende Funktianen
a) f(xy,2=xX+yY+7
b) f(xVy,2)=xyz
0 f(xy.2=xy?7
d) f(F)=cosr
e f(=¢

6. Linienintegrale

A14 Bestimmen Sie die Arbeit, die das ebene Kraftféltk,y) auf einen Massenpunkt bei einer Ver-
schiebung langs eines kreislinigen Segments vom PAr{kt 0) nach PunkiB (0, 1) verrichtet

a) F=(0x), b) F=(y 0)

A15 Bestimmen Sie die Arbeit, die das ebene Kraftfﬁi@(, y) auf einen Massenpunkt bei einer gerad-
linigen Verschiebung vonA nach B verrichtet

a) F = (x4, sin(y)), A=(0,2, B=(14)

b) F = (X, sin(@y)), A=(0,2, B=(24)

A16 Welchen Wert besitzt das Linienintegral des réumlic‘mktorfeldeslf'(x, y,2) langs der KurveC,
die durch den Ortsvektdi(t) beschrieben wird

a F=(xy,yz x2, PH=(1t1t), tel[-11]
b) F=(xy.2, Pt =(1tt), telo,1]

) F=(x+y%y+3 x+2, PH=(tt1), telo0 2]

A17 Bestimmen Sie den Wert des Linienintegrals

!F"(r).dr

a) F=(xy,2, P@)=(sint cost, ), te [0, g]

b) E=F=(x+y.v,2, P(t)=(sint, cost ), te [o, g]

) F=(x+Yy,y+z 2, Ft)=(sint, cost, t), te[0,n]
d F=(x yz Z2-%, Pl=@%1-t1t), telo01]



Linienintegrale

A18 Bestimmen Sie den Wert des Linienintegrals

f 0@ = 2xy) dx + (2xy + y°) dl|
AB

wo AB ist Kurvensegment der Funktion= x? zwischen den PunkteA (1, 1) und B(2, 4).
A19 Bestimmen Sie folgendes Linienintegral

f(y2 dx + x2 dy)

C

wo C ist die obere Halfte der Ellips& = acost, y = b sint, Richtung im Uhrzeigersinn.



Gradient, Richtungsableitung

7. Ebene und raumlich Kurven: Ldsungen

7.1. Differentiation eines Vektors nach einem Parameter

L1

L2

L3

t+t? A 1+ 2 22 2
a) rid) =| © |, dr® _| 3¢ , d rgt) —| 6t

N dt 1 dt 1

2+t 4\t

t cost > cost —t sint o7 —2sint —t cost
b) r() =|tsint|, dr® _ 12t sint+ 2 cost 4r® _1(2-12) sint+ 4t cost

% dt 1 dt? __2

3 9t V2
e > 2ex —» 44
5 dr(t dr(t

o rt) =|e], ar® e , O _ 2(1+2t9) &’

i dt 1 dt2 0

8. Gradient, Richtungsableitung

8.1. Gradient eines Skalarfeldes

a) e(xV)=2¢-x,  Ve(xy)=@x-y)i-x]j

b) wa=§, vaw=§—§f

) ¢y = s vwxw=&ﬁ%¥(ewﬁu%—ﬂD

d) ¢(xy)= \DC+12 Wﬂxw=_$g??(ﬂﬁyﬂ

0 o(XY,2D) =R+ +2,  Vo(xV,2) = \/ﬁ (x?+yf+ zIZ)

b) ¢(xy)=xe,

0 ey =ye,
d)
e (xY,2) = %,

9 (%Y,2) = Xy? &,

o (XY,2) = x&7?,

f)
9

N o(xy,2 =x& 7,

p(xy) = xe'—ye,

p(xy) =Y+

Vo(xy) = (& -ye)i+(xe-e) ]
Vo (xy) = €Y ([ + 2x])
Ve (xy) = (2yT+ )
Vo(xy) = (€Y - (- ))
Vo (X, Y,2) = &% (sz+ xzj + xyR)
Vo (x.Y.2) = Y€ (yT+2x]+ xyK)
Vo (X,Y,2) =& (?+ X - xlz)

Vo (X, Y,2) = &Y (?— X+ 2le2)



Gradient, Richtungsableitung

L4

LS

L6

a)

b)

d)

e

f)

b)

d)

e(xy) =sinx+cos(3d), Ve(xy)=cosxi-2sin ()]

e(xy)=xsin@?—3),  Ve(xy)=sin@?-3)+2xycos§-3)]

X X\ (T X]

X,y) = cos|—], Vo(xX,y) =sin|—||-——+ —=
£ 00) (y) #0ey) (y)( y y;)

o(xY.2) =sin (2.  Ve(xy.2) =cos (&yz) (yzi + xz] + xy

Xy W\ (Yp_ X, X

Z) z)( zI zJJr 2

p(XY.2) = cos( Vo (X Y,2) = sin (

e(%Y,2) = xIn(y+cosz), Ve(xVy,2)=In(y+cos2)i+

3

x sinzk

y+C0SZ

y +C0SZ

a) o(xy)=xIn@2x-y), Ve(xy) :(In(2x—y)+ 2x2iy) - 5

b ¢(xy.9=xIny-zlnx  Ve(xy.2) =(In y- ;)h

g
i+ j+k
X+Yy+z

C) ¢(XY,2 =In(x+y+2), Vo (XY,2) =

e(xy)=x+y, P=(11)

Veloy) =2x+ 21, Velxy)

o(xy) =X + yet P=(12)

Vo(xy) = (x + ye& i+ 1], Vo(x y)|X=ly=2 =4+ ],

o(xy,)=x2+¢& -z P=(-104)

> - 1 >
\Y = Zi ' -——|K \Y
oty =zi+e s (x- 22k Voleya

3
Ve (xy. 2l =3 V33 ~ 431

v(XY,2) = AR - AN - P=(2 2 2), P=(111)
Vo(xY,2) =Y + &) i+ @7V ]-(%+e&9kK

Vo (XY, z)|x=2y=22=2 =27 -2k, |[Ve(xy,2l=2V2 ~ 283

=27 - 2K |[Vo(xy,2)|=2V2 ~ 2.83

VQO (X’ Y. Z) x=1y=1,z=1

= 2+ 2], IVe(xy)l=2V2 =~ 283

Ve (x,y)| = V17



Divergenz

L7

L8

8.2. Richtungsableitung

b)

d)

9. Divergenz

QO(X, y) = X2 + Xy’ a = (25 _1)9 P = (15 _2)
) 5 2 X 0y 1
—Z =V L& =—(2 - = o =—— ~ 04
aa SD(X’y) ea ‘\/E( X+y '\/E’ aa X=1,y=—2 ‘\/g O 5
exy)=xX+e* a=(L2., P=(1)
0y 1 _ oy 3
~ =-v g = (2 X - == ~ 134
aa SD(X’y) ea ‘\/E ( X+ey )’ aa X=1,y=l ‘\/g 3
QO(X,y,Z):XZ'i'y'Z—X'Z 32(1529_1)5 P:(2519_3)
op .1 oy _ 2
i Vo(Xy) - €& = %(SX—y+ 2), 7ab2y1z3- V3 = 0.82
0(X,Y,2) = xyz — 4x¢, d=(3,21), P=(30,-1)
O _ Vo (X,Y) - @d——i (-3yz—-2xz—- xy+4(3+2x)¢)
oa ~ O Via
d¢ =-3V14 ~ -1122
08 Ix=3,y=0,z=—1
a r=xi+yj, divP=2
P=xi+yj+zk  divP=3
b) == Xi + ZyT— 32K, divFy =0

S =T+ ]+2k  divFo=2(X+Yy+2)

C) F1:yzr+ xzf+ xyl?, divFy =0

Fo=XT-2y[+472Kk  divFs =2(X-2y+42)
> X > Yy > .o

d) Fl:x2+y2|+x2+y2J’ divF1 =0
o X oy o e (YR (X-y)
2= x2+y2|+ 2 1 y2 . divRz = 02 1 y2)2

6 Fi=e'T+e J+&K divFﬂ:Z(xeXz+er2+ze£)
b =yeXiT+ze¥ [+ xe?Kk  divF, = —ye X + 3ze¥ + 2x %

f) Fi=yeXi+xzeY[+xye?k  divFy= -y e* - xze? - xye™

=xeVi+ye?j+ze*k  divFa=eY+eZ+e>

o v
X



Divergenz

L9

b)

d)

f)

9)

h)

F = xyzi + xz] + zK, divF = 1+yz
divF =0, divF =0, divF = -
P1=(3.2,-0.5) Po=(7,1,-1) P3=(7,3,-2)
F=xT+yj+zk divF = 1+ 3% + 2y,
divF =0, divF -
P1=(1,-24) Py=(-2,-1,12)

F=xeT+ye [+z€k divEF =(1+Xe+1+y)e+1+2)¢&

divF =3 divF =2(@+1), divF =2+3¢
P1=(0,0,0) ) P3=(0,2,0)

P2=(1,0,0

F=ye'i+ze [+ xe&k, divF = ye* + ze¥ + x¢&,

divF = 3e, divF =2+¢
P1=(1,1,1) P,=(2,1,0)
F=eP=e(xi+y]+zK), divE = (3+ X) €,
divF bn(053) = 3, divF (5 1) 4e
F=e‘r=¢e’(xi+yj+zK), divF = (3 +2x?) eX,
divF =3, divF =11¢*
P1=(0,1,1) Py=(2,-3,4)
F=d (+]+K)=e"Y7{+T+K), divE = 2(x +y + 2) €Y7,
divF =0, divF =2e divF =2é
P1=(1,-1,0) P>=(1,0,0) P3=(1,1,-1)

F=xe T+ xe [+ xze’k, divF = & + xe*,
=l+e divF

=1
P>=(0,0,3)



Rotation

10. Rotation
L10
a F=Inx-7+In(xy) -] rotF = —
) ) B} 11\ .
b) F=lny-i+In(xy)-]+Ihz-KkK rotlf:()—(—;/)-k
. S . i J Kk
) F=lny-i+Inz-J+Inx-Kk rotF = —- — = — =
z X y
d) Foin(xy) - T+IGy2 [+hx) K  rotF=—r 1 _K
z X y
e F=In(xy2d -i+Iny-jJ+Iny-K otF=- + = — —
) (xy2) y- ] y vtz
L11
a) F=¢ -7+ ¢é- +eX-I2, rotF=-e&-i—¢e-jJ-¢ -k
by F=¢" .T+& - [+e&° . rotlfz—z(zezz-r+xexz-f+yeyz-lz)
o F=2 .7+ €. 7:8 8 raF=-Z.r-g .72k
X y z y z X
d F=eY i+ J+e&7 Kk rotF = —ye/? . 7 — ze%. | - xe¥ - Kk
O Foo (4 &%7. [+ &4 2.k rotFe—&*2.7— g+2. [ g+ g
f)y F=e-T+¢& . -]+ K rotF =0
L12

a) P=xi+yj+zk  rotP=0,
b) If:x2r+yzf+zzlz, rotF =0
) F=yzi+xzj+xyk, rotF=0

Xi+yJj+zK
d) ﬁ—m, rOt'fIG

8 F=yei+ze[+xefk  rotF=-&i-&j-ek

f) F=y?e*i+xze?V |+ xye?k
rotF = (xe Z—xeY)i—ye 2]+ (ze¥ - 2ye ¥k

10



Linienintegrale

L13

L14

L15

11. Laplace-Operator

a)
b)

<)

d)

€)

f(XY,2) =X +y +2,

f(xy.2 =Xyz
f(xy,2 = Xy7,
f () = cosr,

Af(xy,2)

Af(XxYy,2) =6

fR) = ¢, Af(r)z(u%)ef

12. Linienintegrale

a) F = (4, sin@y)),

b)

a) F=(0,x), C:

b) F=(4%0), C:

W:flf(r) %dt—fcos?tdt:
0

T

0

= (cost, sint),

cos a = % (cos (%) + 3 cosw)

n

= (cost, sint),

W:fﬁ(f) %dt_—fsing’tdt:
0

0

P=(t, 2+2t) O<t<1
1

A=(0,2),

B =(14),

Af (XY, 2) = 22 +Y°)
=2yZ (Y Z +3X 72 +6X2y)

2 sinr
r=+xX+y2+2, Af(F)=-cosr— -

O<t

N
NIX

O<t

N
NI R

(AB) :

2
%1 f (cos (3) + 3 cost) dt =
0

%f(:%sint—sin(&)) dt= -2
0

y=2X+2

t4
3

W = fﬁ(j —dtzf2(t+1)t2+23|n(21(t+1)))dt [2 gt3—%COS(2Tt)
0

F = (6@, sin (y)),
r=(.2+0,

O<tg?2

W:f (2+t)t2+S|n(7r(2+t)))

0

A =(0,2),

B=(24),

t4 28
4 3

11

(AB) :

COsS (rt)

y=Xx+2

-

28

3

1

0

ol



Linienintegrale

L16 Welchen Wert besitzt das Linienintegral des raumlictiektorfeldes F(x,y, 2) langs der KurveC,
die durch den Ortsvektd(t) beschrieben wird

a) F=(x,yz x2, Ft)=(@t5t), tel[-11]

1
W:f(t3+5t6)dt:1—7o
-1

b) F=(xVy,2, Ft)=(@t3t), telo1]
1
W:f(t+2t3+3t5)dt:§
0
) F=(x+y%y+3 x+2, rt)=(t31), telo,?2]

2
172
W:f(4t+t4+2t(t2+3)) dt = ==
0

L17 Bestimmen Sie den Wert des Linienintegrals

!ﬁm.w

a) F=(xy,2, F@)=(sint cost, ), te [0, g]

s
2

fﬁ(f).dw:fﬁ'(m-‘;—fdtzzfti‘dt:g—;
C 0

0
b) F=(x+y,y.2, F()=(sint, cost, 1), te [o, —]

s
p 4

s 3 _ﬂ' T N
flf(r)-olr_f(coszuzt)olt_21 + 35 = 383
C 0

N

) F=(x+Yy,y+z 2, P(t)=(sint, cost, t), te[0,n]
2

fﬁ(r) : dr*:f(cos’-t—sinut)dt:—g + % ~ 336
C 0

d F=(x yz Z2-%, Pt = 1-t,t), tel0,1]

1
flf(r) : dr*:f(2t3+t2—t)dt:%
C 0

12



Linienintegrale

L18
2
2 2 513, 444, o5 1219
[(x —2xy)dx+(2xy+y2)dy] = (t - 2t° + 4t +2t)dt =30 = 40.63

AB 1

C: y=x, x()=t, y®)=t3, dx=dt, dy=2tdt, 1<t<2

F=(-2xy. 2xy+y?) = (2213 2t +1t*)
L19

0
f(yzdx + X2 dy) = f[b2 sir’t- (-asint) + a® cog t-b cost] dt =
C n
0 0 0
. ab? . .
= —ab? f3|n3tdt+a2bfco§tdt = - f(3 sint — sin (3)) dt +

Vs

4

abZ
3

0
2
+ aTb f(cos (3) + 3 cost) dt =

X =acost, y=bsint, dx = —a sintdt, dy=b costdt

13



