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Linien- oder Kurvenintegrale

Aufgaben 7-11
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Das Linienintegral: Aufgabe 7
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Abb. A7: Graphische Darstellung des Intagrationsweges der Aufgabe

Ein gegebenes Kraftfeld F (x, y) wirkt auf einen Massenpunkt. Berechnen Sie die
von der Kraft geleistete Arbeit, wenn sich der Massenpunkt gegen den Uhrzeiger-
sinn auf einem Einheitskreis (R = 1) von Punkt A (I, 0) bis Punkt B (0, 1) bewegt

a) F(x,y)=(0, x), b) F(x,y)=(y, 0)
¢c) F(x,y)=(-x,y), d) F(x,y)=(-y, x)

Konnen Sie schon sehen, welches Vorzeichen das Linienintegral haben sollte?
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Das Linienintegral: Losung 7a
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Das Linienintegral: Losung 7a
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Abb. L7a: Vektorfeld und Feldlinien der Funktion F (x,y)= (0, x). Kurve C. Der Winkel zwi-

schen dem Tangentenvektor der Kurve und dem Vektorfeld ist iiberall kleiner /2.
Ihr Skalarprodukt ist also iiberall positiv, d.h. das Linienintegral ist auch positiv
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Das Linienintegral: Losung 7b

F(x,y)=y1i, C(t) = (cost, sint)
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Das Linienintegral: Losung 7b
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Abb. L7b: Vektorfeld und Feldlinien der Funktion F (x, y) = (y, 0). Kurve C. Der Winkel zwi-

schen dem Tangentenvektor der Kurve und dem Vektorfeld ist iiberall grofler /2.
Ihr Skalarprodukt ist also iiberall negativ, d.h. das Linienintegral ist auch negativ
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Das Linienintegral: Losung 7c
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Die vom Kraftfeld F (x, y) geleistete Arbeit betrigt
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Das Linienintegral: Losung 7c
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Abb. L7c: Vektorfeld und Feldlinien der Funktion F (x,y) = (-x,y). Kurve C. Der Winkel zwi-
schen dem Tangentenvektor der Kurve und dem Vektorfeld ist iiberall kleiner /2.
Ihr Skalarprodukt ist also iiberall positiv, d.h. das Linienintegral ist auch positiv
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Das Linienintegral: Losung 7d

. d7 — i T
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Die vom Kraftfeld F (x, y) geleistete Arbeit betrigt
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Das Linienintegral: Losung 7d
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Abb. L7d: Vektorfeld und Feldlinien der Funktion F (x,y)=(-y, x). Kurve C. Der Winkel zwi-

schen dem Tangentenvektor der Kurve und dem Vektorfeld ist iiberall kleiner /2.

Lhr Skalarprodukt ist also iiberall positiv, d.h. das Linienintegral ist auch positiv
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Das Linienintegral: Aufgaben 8-10

Aufeabe 8:

Berechnen Sie das Linienintegral f((x y— Ddx + x*y dy)
C
die Kurve C ist ein Geradensegment vom Punkt A (/, 2) zum

Punkt B (2, 4)

Aufgabe 9:

Berechnen Sie das Linienintegral f(x y2 dx + y22 dy — z x? dz)
C
die Kurve C ist ein Geradensegment vom Punkt O (0, 0, 0) zum

Punkt P (-2, 4, 5)

Aufgabe 10:

Berechnen Sie das Linienintegral f(x ydx + yzdy + zxdz |
C
langs der schraubenlinienférmigen Kurve C

C : X = acost, y = asint, z=bt, 0<r<2T
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Das Linienintegral: Losung 8

A(1,2), B(2,4)

Die Gleichung der Geraden AB ist:

Y = Y4 Vg~ Vy y—2 _ 2 _
= , == = y=2x
X — Xy Xp — X4 x —1 1
dy = y'dx = 2dx
2
[lxy=Dax+Pyay|=[[(2x )+ 4% | dx =
C 1
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=x4+2x3—x :&
3 | 3
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Das Linienintegral: Losung 9

0(0,0,0),  P(=2,4,5)

Die Gleichung der Geraden OP ist:

B B 4 U X _y_z

X, = X4 Yy — Vi Zy — 24 -2 4 5

Wir parametrizieren diese Gleichungen:

X _ Y _zZ_ _ _ _

= =Z=f = =—2¢, = 4¢, =5¢t, 0<¢t<1
2 4 5 g d -

f(xyzdx + yzzdy - szdz) =
1
= [(4s-(41? + 161-(51) — 25¢-(—21)) dt =
0

1
=364 [ > dr = 91
0
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Das Linienintegral: Losung 10

Abb. LI10: Die Schraubenlinienformiege Kurve entspricht dem Integrationsweg der Aufgabe

C : X =acost, y=asint, z=0D>bt
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Das Linienintegral: Losung 10

C : X = acost, y = asint, z=bt, O

dx = —asintdt, dy =acostdt, dz= bdt

WZf(xydx+yzdy—|—zxdz)—
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Das Linienintegral: Aufgabe 11

Aufegabe 11:

Berechnen Sie das Linienintegral f Fd7, F=(0?%, x%
C

a) lings der oberen Hilfte der Ellipse in Richtung des Uhrzei-
gersinns

b) langs der rechten Hilfte der Ellipse in Richtung gegen den
Uhrzeigersinn

Die Gleichung der Ellipse:

|><
| o

2
_|_y—2:1, X =acost, y =nbsint
a b
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Das Linienintegral: Losung lla

_3_

Abb. L11-1: Graphische Darstellung des Intagrationsweges C der Aufgabe 1la. Die Kurve C
ist die obere Hilfte der Ellipse. Der Massenpunkt bewegt sich vom Punkt (a, 0)
zum Punkt (-a, 0). Die Parameter a und b der Abbildung sind a =3 und b =2

X =acost, y = bsin ¢
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Das Linienintegral: Losung lla

F =07, x%), WZ_[I_*; a’?Z_[(yzdx—l—xzdy)
C C
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Das Linienintegral: Losung 11b

Abb. LI10-2: Graphische Darstellung des Intagrationsweges C der Aufgabe 11b. Die Kurve C
ist die rechte Hilfte der Ellipse. Der Massenpunkt bewegt sich vom Punkt (0, -b)
zum Punkt (0, b). Die Parameter a und b der Abbildung sind a =3 und b =2

X =acost, y = bsin ¢
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Das Linienintegral: Losung 11b

F =07, x%), WZ_[I_*; a’?Z_[(yzdx—l—xzdy)
C C

. T T
X = acost, y = bsint, — — <t < —
2 2
dx = —asin tdt, dy = bcostdt
/2
W = f (bzsinzt-(—a)sint+azcoszt-bcost dt =
—17/2
/2 /2
= a’b f cos’ tdt — ab? f sin> ¢ dt =
—17/2 —17/2
/2
. 1 . " 4
—a’b |sint — — sin> ¢ =2 4%b
3 —1/2 3

13-4 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Ma 2 — Lubov Vassilevskaya

13-5



