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Gradient eines Skalarfeldes
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Definition 1:

Unter dem Gradient eines differenzierbaren Skalarfeldes @ (x, y)

versteht man den aus den partiellen Ableitungen 1. Ordnung von
@ gebildeten Vektor
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Nabla oder ein “Quasi-Vektor”

Hamilton fiihrte den symbolischen Vektor, “Quasi-Vektor”,
mit den Komponenten

0 0
ox 0Oy

ein. Er wird Nabla genannt und mit V bezeichnet.

Sir William Rowan Hamilton - O O
(1805-1865) irischer Mathema- Nabla-Operator: V = 5%’ 2 )
tiker, Physiker und Astronom X Y

bJ

Er 1st kein Vektor im iiblichen Sinn, seine “Komponenten’
sind Ableitungen.

Der Gradient eines Skalarfeldes @ ist das formale Produkt
aus dem “Nabla-Operator” und dem Skalarfels @

0 0
Ox’ Gy)q)

grad ¢ = ?(1) =
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Das Symbol Nabla ist kein Buchstabe, sondern entstand
aus dhnlichen Symbolen der Quaternionenanalysis von
William Rowan Hamilton. Peter Guthrie 1ait fiihrte die
heutige Form eines auf den Kopf gestellten Deltas A
ein. Der Name “Nabla” stammt vom Physiker und Theo-

logen William Robertson Smith (1846—1894), den die Form
an eine antike Harfe erinnerte.

(Wikipedia)
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Gradient eines Skalarfeldes

Das totale Differential einer Funktion beschreibt naherungs-
weise, wie sich der Funktionswert bei geringfiigigen Verin-
derungen der unabhingigen Variablen dndert

b = ¢ (x, »)
do=2% 5+ 2 4 G = (dx, dy)
X oy
ie = |2 6_¢) x| e ar
X y dy
gmch)Eﬁd)

Auf einer Niveaulinie ist wegen @ = const stets d® = 0
und somit

Vodi =0 o Véld7

Der Gradient eines Skalarfeldes verlauft stets senkrecht
zu den Niveaulinien!
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Gradient eines Skalarfeldes

Der Gradient ist ein mathematischer Operator, ein Differential-
operator, der auf ein Skalarfeld angewandt werden kann und
in solchem Fall ein Gradientenfeld genanntes Vektorfeld liefert,
das die Anderungsrate und Richtung der groBten Anderung des
Skalarfeldes angibt.

Der Gradient wird zusammen mit anderen Differentialoperatoren
wie Divergenz und Rotation in der Vektoranalysis, einem Teilge-
biet der mehrdimensionalen Analysis untersucht. Sie werden mit
dem gleichen Vektoroperator Nabla gebildet.
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Gradient eines Skalarfeldes: Geometrische Interpretation

Geometrisch betrachtet ist der Gradient eines Skalarfelds an einem
Punkt ein Vektor, der in Richtung des steilsten Anstieges des Ska-
larfeldes weist. Dabei entspricht der Betrag des Vektors der Stirke
des Anstieges. Befindet man sich an einem lokalen Minimum oder
Maximum (Extremum) oder einem Sattelpunkt, so ist der Gradient
an dieser Stelle der Nullvektor.

Mit Hilfe des Gradienten ldsst sich auch der Anstieg in jeder be-
liebigen Richtung, Richtungsableitung genannt, ermitteln.
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Gradient eines Skalarfeldes @ (x,y, z)

d=d(x,y,z)
0 o0
0 x 0 x
R v _ 0 _ | 0
dd = - | ¢ S A
grad ¢ V¢ 5y b 7
i o9
0z 0z

Auch fir ein Skalarfeld @ (x, y, z) bestimmen wir den
Gradient als das formale Produkt von “Nabla-Operator”
und Skalarfeld @. Er steht senkrecht auf den Niveaufla-

chen von @ und zeigt in die Richtung des grofiten Zu-
wachses von @.

1-7
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Rechenregeln fiir Gradienten

gradc =0
grad(cd)=c grad ¢

grad (¢ + ¢) = grad ¢

grad (e + )= grad ¢ + grad ¢

grad (- w) = grad v+ v grad ¢

?c =0
Vied)=c Vo
Vidp+c)= Vo

2-1 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Gradient eines Skalarfeldes: Aufgabe I

Bestimmen Sie die Niveaulinien und den Gradienten
des ebenen Skalarfeldes @ (x, y) = x?+ y?. Zeichnen
Sie den Gradient in den Punkten

A(L 1), B(-1, 1), C(-0.50)

D (0.5,0), E(l,-0.5), F(0,1)

3-A

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1

b(x,y)=x"+y°

Niveaulinie: ¢ =const < x“+y°=C

C=1 :x*+y*=1 (R=1)
C =2 X2+ yr=2 (R:\/E)
C =3 x>+ y* =3 (R =+3)

Die Niveaulinien sind konzentrische Kreise mit den Radien R = VC
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= x?+y? Die Werte des Parametrs

7 entsprechen der Gleichung C = x?+ )’

1,2,...,

C =

Abb. LI-1: Niveaulinien der Funktion @ (x,y)
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Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1
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Abb. LI-2: Niveaulinien der Funktion @ (x,y) = x?+y? im ersten Quadranten. Die Werte
des Parametrs C =1, 2, ..., 7 entsprechen der Gleichung C = x?+y?
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Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1

grad® = 2xi +2yj=02x, 2y)=2(x, y)=27F
grad ® | = (2, 2), grad ®_, | = (-2, —2)

grad ® 5 o) = (—1, 0), grad ® = (1, 0)

(0.5,0)

grad ® o5 = (2, —1), grad ® | = (0, 2)
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Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1
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Abb. LI-3: Gradientvektoren der Funktion ® (x,y) = x?+y? in den Punkten A (1, 1), B (-1, 1),
C (-0.5,0), D (0.5, 0), E(1,-0.5), F(0, 1)
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Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1
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Abb. LI-4: Gradientenfeld der Funktion z=® (x,y) (-2 <x,y < 2)

e Der Gradient ist radial nach auBlen gerichtet und steht senkrecht auf
den Niveaulinien.

e Der Gradient zeigt in die Richtung des groften Zuwachses der Funktion.
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Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1
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Abb. LI-5: Gradientenfeld der Funktion z=® (x,y) (I <x,y < 2)
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Gradient eines Skalarfeldes: Losung 1

£ig
Abb. LI1-6: Hohenlmzendlagramm und Gradzentenfeld der Funktion z = (15 (x, y)
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