Funktionen mehrerer Variablen
Partielle Ableitungen
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Die Grundfragen

Um Differentialrechnung im Mehrdimensionalen zu formulieren,
miissen wir folgende Fragen beantworten:

e Wie wird die Konstruktion der Ableitung verallgemeinert?

e Wie siecht im Mehrdimensionalen die Differenzierbarkeit aus?
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Die Grundfragen
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Wir konnen im Prinzip auf alle Techniken und Konzepte
des Eindimensionalen zurtickgreifen.
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Der Ableitungsbegriff im Eindimensionalen: Zusammenfassung

s A T . .
T ATII ;&_J fﬂ Wofiir braucht man Ableitungen?

;p; .::'!',a' .:_> ‘;j.- / *“
e / _ e Um Funktionsverhalten zu untersuchen, um zu wissen,
; ()f‘ 714 wie sich die Funktionswerte bei Anderungen der Argu-
' & : mente verhalten.

e Die Anderung der Funktion bei Anderung eines Argu-
ments verbinden wir mit der Tangentensteigung im
entsprechenden Kurvenpunkt.

Im Folgenden fassen wir das Wichtigste der Differen-
tialrechnung im Eindimensionalen zusammen.
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Der Ableitungsbegriff im Eindimensionalen: Zusammenfassung

Tlangente

Abb. 1-1: Zum Begriff der Ableitung einer Funktion f=f(x)
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Der Ableitungsbegriff im Eindimensionalen: Zusammenfassung

Die Ableitung der Funktion einer Veranderlichen definiert man als
Grenzwert der Sekantensteigung. Beim Grenziibergang geht die Se-
kante in die Tangente und die Sekantensteigung in die Tangenten-
steigung Uber.

e Die Steigung der Sekante:

m, = tan B = A—i
e Die Steigung der Tangente:

m, = tanx = ——

e Der Grenziibergang entspricht:

O—-P :Ax—-0, B — «, m_ — m
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Differenzierbare Funktion = f(x): Zusammenfassung

Eine Funktion y = f(x) hei3t an der Stelle x differenzierbar,
wenn der Grenzwert

lim 2% - jjm SEFAX) - Flx)
Ax—0 X Ax—0 A x

vorhanden ist. Man bezeichnet ihn als die (erste) Ableitung
von y = f(x) an der Stelle x.

Die Differenzierbarkeit einer Funktion y = f(x) an der Stelle x
bedeutet, dass die Funktionskurve an dieser Stelle eine eindeutig
bestimmte Tangente mit endlicher Steigung besitzt.
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Der Begriffes einer Steigung fiir f=f(x,y)

Wir stellen jetzt Fragen nach der Steigung einer Funktion von
zwel Variablen

e Wie kann der Begriff einer Steigung erweitert werden?

e Wie wird die Steigung geometrisch darstellt?
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Der Begriffes einer Steigung fiir f=f(x,y)

Abb. 2-1: Zum Begriff der Steigung einer Funktion f=f(x, y)

Bei Funktionen von zwei Variablen ist es nicht einfach, die Frage nach
der Steigung zu beantworten. Man kann sich nicht nur in einer Rich-
tung von einer gewissen Stelle, z.B. Punkt P auf der Funktionsflache,
entfernen, sondern kann in jede Richtung gehen.
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Der Begriffes einer Steigung fiir f=f(x,y)

Abb. 2-2: Zum Begriff der Steigung einer Funktion f=f(x, y)

Es ergeben sich unterschiedliche Sekanten mit unterschiedlichen Grenzwerten der Stei-
gung. Die Frage nach der Steigung einer Funktion von zwei Variablen ist falsch ge-
stellt. Die korrekte Fragestellung lautet: Wie grof3 ist die Steigung an einer bestimmten
Stelle, wenn man sich in eine bestimmte Richtung in der (x, y)-Ebene bewegt.
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Erweiterung des Begriffes einer Steigung

Bronstein

Abb. 2-3: Zum Begriff der Steigung einer Funktion f=f(x, y)

Wir stellen die Frage nach der Steigung in Richtungen der Koor-
dinatenachsen.

Durch den Flachenpunkt P werden zwei Schnittebenen gelegt, die
parallel zur x, z- bzw. ), z-Koordinatenebene verlaufen. Als Schnitt-
linien erhalten wir zwei Flachenkurven K, und X, .
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Die Steigung in eine Richtung
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Abb. 3-1: Zum Begriff der Steigung einer Funktion f=f(x, y). In der Abbildung ist eine
tiber dem Definitionsbereich liegende Fldche dargestellt
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In Abbildung 4-2 zeigen wir die Funktion f

die Schnittkurve der Funktion f(x,

Im Folgenden beschreiben wir die Steigung der Schnittkurve

die Tangente der Schnittkurve im Punkt P
im Punkt P
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Die Steigung in x-Richtung

langente

Abb. 3-3: Die Steigung im Punkt P der x,z-Ebene der Funktion f=f(x,y)

Die Funktionsgleichung der Flichenkurve ist: z = f (x, yo)

Die Steigung der Kurventangente in P ist:

m_= tanx = lim f(x0+Ax,yO)—f(xO,y0)
* Ax—0 A x
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Die Steigung in x-Richtung

Der Grenzwert

lim f(x0+Ax’y0)_f<x0’ yo)
Ax—0 A x

bekommt einen neuen Namen und wird als partielle Ableitung 1.
Ordnung von z =f(x, y) nach x an der Stelle (x,, y,) bezeichnet
und durch das Symbol

fx(xo, yo) oder zx(xo, yo)

gekennzeichnet.

Geometrische Deutung:

Anstieg der Flichentangente im Flachenpunkt P in x-Richtung
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Die Steigung in y-Richtung
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Abb. 3-4: Die Steigung im Punkt P der yz-Ebene der Funktion f=f(x,y)

Die Funktionsgleichung der Fliachenkurve ist: z = f (x,, »)

Die Steigung der Kurventangente in P ist:

) f<x0’yo+Ay)_f<x0’y0)
m_ = tanf = lim

4 Ay—0 Ay
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Die Steigung in y-Richtung

Der Grenzwert

wird als partielle Ableitung 1. Ordnung von z = f'(x, y) nach
y an der Stelle ( X yo)bezeichnet und durch das Symbol

fy(xo, yo) oder z, (xo, yo)
gekennzeichnet.

Geometrische Deutung:

Anstieg der Flachentangente im Flachenpunkt P in y-Richtung
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Partielle Ableitungen

Definition:

Unter den partiellen Ableitungen 1. Ordnung einer Funktion z = f(x, y)
an der Stelle (x, y) werden die folgenden Grenzwerte verstanden:

Partielle Ableitung 1. Ordnung nach x :

Partielle Ableitung 1. Ordnung nach y :

ye Ay—0 Ay
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Partielle Ableitungen: Schreibweise

Partielle Ableitungen werden im Gegensatz zu den
gewoOhnlichen Ableitungen nicht durch Striche (oder
Punkte), sondern durch die als Index angehédngte
Differentiationsvariable gekennzeichnet

f(x,y), 1,

folx.y). f,

Die Schreibweise durch die “runde” 0 wurde von
Jacobi eingefiihrt. Die Verwendung der “runden” 0
kennzeichnet, dass die Funktion von mehr als einer
Veranderlichen abhéngt.

o f(x,y)
0 X ’

f.(x,y)=
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Carl Gustav Jacob Jacobi

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)

Carl Gustav Jacob Jacobi war ein deutscher Mathematiker. Man
zahlt Jacobi zu den produktivsten und vielseitigsten Mathemati-
kern der Geschichte.
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Partielle Ableitungen: Funktion von n Variablen

Von einer Funktion y = f (x1 ) 2 oo s xn) von 7 unabhingigen Variablen
konnen n partielle Ableitungen 1. Ordnung gebildet werden:

of of Of af
ox, 0x, O0xy = 0Ox,

— llm f(XI’xz,‘“’xk_FAxk’""xn)_f(xlxxzyo..,xk)-..,xn)

Ax,—0 Axk

of _
0 X i
Nur eine der n Verdnderliche wird wvariiert, die anderen »n—1 werden

als Konstante betrachtet.

Die Berechnung der partiellen Ableitungen erfolgt nach den Regeln, die fiir
die Differentiation von Funktionen von einer Verdnderlichen bekannt sind.

6-1

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Partielle Ableitungen: Beispiel I

Wir bestimmen die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
der Funktion f'(x, y)

flx,y)=x"y+x —cosy

oflx, y) _ 0 (x*y + x —cosy)=2xy° + 1
0 x 0 x

0flx,p) _ (x*y’ +x —cos y) =3 x* y* + sin y
0y 0y

6-B1
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Partielle Ableitungen: Beispiel 2

Wir bestimmen die partiellen Ableitungen
1. Ordnung der Funktion f(x, y, z)

y 0y z
of _ 0O x2y:_x2y
0z 0z z 72
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Partielle Ableitungen: Aufgabe I

Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 1. Ordnung
folgender Funktionen

a) fx,y)=x>p +x+y°

b) f(x,y) = ¥y + y'Inx

¢) flx,y)=vxy+n(xy?)
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Partielle Ableitungen: Losung 1 a,b

a) f(x,y)=x>y +x+y°

0flx,y) _ & (x> +x+3))=2x3° +1
0 X 0 x

of(x,y) _ 0 (xz-y3+x+y2)=3x2-y2+2y
oy o

b) f(x,y) = ¥y + y’Inx

of(x,y) 0 3 2 2 yz

- y 4+ y7l = Yot

0 X 8x<x v+ yiinx)=3x"y X

éf(x,y): 0 <x3.y_|_y21nx):x3—|—2yh’lx
oy 0y
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Partielle Ableitungen: Losung I c

f(x,y)=\/;y+1n(xy2)=\/;y+lnx+2lny

of 0 ¥ 1
YJ - 9 1 — el
P ax[\/;y-l— nx+21ny} 2\/;+x
IF i{\/;y+lnx+2lny}=\/;+2
oy Oy y
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