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Wie genau ist die lineare Approximation?
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Abb. 1: Graphische Darstellung der Abweichung der Approximation L (x,y) im Punkt P

Wir bestimmen die Abweichungen der Approximation L (x, y) von der Funk-
tion f(x, y) in einem viereckigen Bereich R mit dem Zentrum im Punkt P

|X—X|<h, |y_y()|<k: P:<x()’y())

0
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Der Fehler der linearen Ndherung

Der Fehler der linearen Niherung von f'(x, y) in der Umgebung

des Punktes P

1. f(x, y) hat stetige partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung in
einem viereckigen Bereich R mit dem Zentrum im Punkt P

2. M ist eine obere Grenze der Absolutwerten der partiellen Ab-
leitungen 2. Ordnung

M = |f

L ]

X X

3. E(x,y) ist der Fehler, der entsteht, wenn wir f(x, y) durch ihre
lineare Approximation in R ersetzen. E (x, y) wird durch die fol-
gende Ungleichung bestimmt

| 2
|E(x, y)| < EM(|x—x0|+|y—y0|)
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Der Fehler der linearen Ndherung: Beispiel

Fiir die Funktion f(x, y)

f(x,y):xz—xy+%y2+3

haben wir die Linearisierung im Punkt P = (3, 2) bestimmt:
L(x, y)=4x—y—2

Jetzt bestimmen wir die obere Grenze des Approximationsfehlers
f(x,y)=L (x,y im Bereich R

R: |[x-3|<01, |y—-2|<0.1l
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(x, y) im Punkt P

=/

Abb. 2: Graphische Darstellung des Abweichungsbereiches auf der Fldche der
Funktion z
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Der Fehler der linearen Ndiherung: Beispiel

Der Fehler der linearen Approximation wird durch die folgende
Ungleichung bestimmt:

1 2
[E(x, p)| < 5 M (lx=xgl+1y =3l x=3 y=2

9,
fxx<x(): y()) — a(zx o y)3,2 =2

%)
fyy(x()’ yo)za(_x'ky)&z =1

0
fxy(x()’ yo)za(zx_y);z =—1

fadl=2, 1, 1=1 |f,l=1

ol 2 1=l ] = M=2

|E(x, y)| < %(2) 0.1 + 0.1 = 0.04
|E(x, )| _ 0.04 _ 1 005
f(3,2) 8 '
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Der Fehler der linearen Ndherung

Fir eine Funktion von drei Variablen f= f(x, y, z) bestimmt man
die

Lineare Niherung:

Lix,y,z)=7(P)+ f. (P)(x = x5+

+ £, (P)(y = yo) + [.(P) (z = z)

Fehler der linearen Naherung:

2
[E(x,y.z)| < 5 M ([x=xgl+]y =yl +|z—z]]

1
2

im Punkt P: P =(x,, y,, z,)
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Der Fehler der linearen Ndherung: Aufgaben I, 2

Linearisieren Sie die Funktion f'(x, y, z) im Punkt P und

bestimmen Sie die obere Grenze des Approximationsfeh-

lers | E (x, y, z) | der Linearisierung f(x,y,z) =L (x,y, z)
im Bereich R

| E(x, y,z)| =2

Aufgabe 1:

f(x,y,z)=xz—-3yz+2, P=P(1,1,2)

R: |x—1]<001, |y—1]<001, |z—2|<0.02

Aufgabe 2:
f(x,y,z)=xy+2yz—-3xz, P=P(1,1,0)

R: |x—1]<001, |y—1]<00l, |z|<0.0l
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Der Fehler der linearen Ndherung: Losung 1

Wir bestimmen zuerst die lineare Ndherung der Funktion

f=rxy2:
f(x,y,z)=xz—-3yz+2, P=P(1,1,2)

Xxg=1, y,=1, z,=2

Lix,py,z)==-24+2((x—-1)—6(y—1)—2(z—-2)=

= 2x—-6y—2z+6
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Der Fehler der linearen Ndherung: Losung 1

Jetzt bestimmen wir den Fehler der lineare Niherung der
Funktion f= f(x, y, z):

[ fe =1 [f,.[=3 = M=3
R: |x—1]<001, |y—1]<00l, |z-2]<002

2
[E(x, y,2)| < 5 M (lx—1]+|y-1]+]z=2]] =

N[ N —

10.01 + 0.01 +0.02)* = 24-10"*
E| <24-107* = 0.0024

E(x, y, z) — %x 1074 = 12-107% = 0.0012

3-2b
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Der Fehler der linearen Ndherung: Losung 2

f(x,y,z)=xy+2yz—-3xz, P=P(1,1,0)

3-3a

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Der Fehler der linearen Ndherung: Losung 2

3-3b

|fxy|:1’ |fo|:39 |fxz|:2 = M =3
R: |x—-1|<00l, |y—-1]<001l, |z]|<00l

2
[E(x, y,z)| < 5 M([|lx—1[+|y-1|+]z-0]] =

N |W N

10.01 + 0.01 +0.01* = 22—7 .107* = 135-10°*

|E| < 13.5-107% = 0.00135

= =X 107* = 13.5-10°* = 0.00135
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