Differentiation nach einem Parameter

Kettenregel: Aufgaben
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Kettenregel: Aufgabe 2

Differenzieren Sie die Funktion /= f(x, y) nach dem
Parameter ¢ (langst der Kurve C)

e unter Verwendung der Kettenregel,

e nach FEinsetzen der beiden Parametergleichun-
gen in die Funktionsgleichung.

f(x,y)=x2—|—2xy+2y
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Kettenregel: Losung 2
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Kettenregel: Losung 2

_c.
Abb. L2: Ebene Kurve C: x (t) =t° y(t) =-2t, t ist ein Parameter
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5-4

Kettenregel: Losung 2

flx, y)=x>4+2xy+2y, x=t>, y=-2¢

a _of dx+8f dy
dt ox dt oy dt

Wir bilden zuerst die benotigten Ableitungen:

9 _ox+y), Lo+, x=2¢ y=-2
0 X oy

Fiir die gesuchte Ableitung von z =f(x, y) nach dem Parameter ¢

folgt dann:

% =4[(x+y)t—(x+1)] =4 -3#2-1)

Dieses Ergebnis bekommen wir auch, wenn wir zuerst die Parame-
tergleichungen in die gegebene Funktion einsetzen und diese dann
nach dem Parameter ¢ differenzieren:
fFx, y)=x>+2xy+2y= (22427221 +2(-21¢) =

=t —4 -4y
df 3 2
—— =4 (r -3t -1
7 ( )
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Kettenregel: Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion z=f(x, y) langs
der Kurve C.

a) flx.y)=(x~y)°
C: x(t) =2cost, y(t)=2sint (0<¢t<2n)

b) f(x,y)=x*—y*+4xy

C: x(t)=2cost, y(t)=sint (0<¢<2n)
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Kettenregel: Aufgabe 3a

-2

Abb. L-3a: Die ebene Kurve C: ein Kreis in der x,y-Ebene mit dem Radius r =2

C: x=2cost, y=2sint (0<¢t<2n)
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Kettenregel: Losung 3a

f(x, y)z(x—y)z, C: x(t)=2cost, y(t)=2sint

- _of dx_i_ﬂd_y
dt ox dt oy dt

Wir bilden zuerst die benétigten Ableitungen:

o/

—:2 — , ___2 _
5 (x — ») ) (x — )
ax _ 5. dy _

i 2sint, 0 = 2cost
%z—4(x—y) (sint + cost) =

= —8(cost — sint) (sint + cost) =

= —8(cos’t — sin*t) = —8cos(21¢)
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Kettenregel: Losung 3b

& 5

—24

Abb. L-3b: Die ebene Kurve C

C: x=2cost, y=sint (0<¢t<2n)
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Kettenregel: Losung 3b

fx,y)=x%—yp*+4xy

C: x(t)=2cost, y(t)=sint (0<¢<2m)

d _0f dx+(3fdy:
dt ox dt oy dt

=(2x +4y)(—2sint)+ (=2 y + 4x)cost =
=2(—2(x +2y)sint + (—y + 2x)cost| =
= 2(—2(2cost + 23int)sinz‘ + (—sint + 4cosz‘)c0st) =

= 8cos(2¢) — 5sin(21¢)

F(t)= f(x(t), y(t)) = 4cos2(t) — sinz(t) + 8cos (¢)sin (¢) =

= 4sin (2¢) + 5cos?(¢) — 1

62—1; =8cos(2¢) — 5sin(2¢)
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Ein Sonderfall tritt ein, wenn eine der beiden unabhingigen
Variablen selbst als Kurvenparameter auftritt. Ist z.B. x der
Kurvenparameter, so lautet die Parameterdarstellung x = x,
y =h (x), und die Funktion z = f(x, h(x)) = F (x). Die Ablei-
tung dieser Funktion nach dem Parameter x lautet dann
nach der Kettenregel wie folgt:

df _of dc of dv _of  Of dy

dx 0x dx Oy dx 0 X oy dx

f=fox+f,y=f. 4]
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Kettenregel: Aufgabe 4

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion f'(x, y) = sin (x +y)
langs der Normalparabel y =x? an der Stelle x = 1.
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Kettenregel: Losung 4

a _ 9f [ 90f dy = (I +2x) cos(x + y) =
dx Ox Oy dx

= (1 + 2x) cos(x + x?)

= {(1 + 2x) cos(x + x?) chl = 3cos(2) = —1.248
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Kettenregel: Losung 4

VAR ERVATR R ALY

_2_

Abb. L4: Graphische Darstellung der Funktion f(x) = sin (x + x?)

f(x,y)=sin(x+y), y=x> = f(x)=sin(x + x?)

% = (1 + 2 x) cos (x + x?)

af

= 3cos(2) = —1.248
dx

x=1
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Kettenregel: Aufgabe 5

Differenzieren Sie die Funktion f nach dem Parameter ¢

e unter Verwendung der Kettenregel,

e nach Einsetzen der beiden Parametergleichungen in
die Funktionsgleichung.

: df |m
= = t =sint, ——|(—|=7?
a) f(x,y)=xy, x=cost, y=sint, t( )

b) f(x,y)=xy+y>, x=t>, y=¢

c) fx,y)=xe"”, x=t%, y=¢1

d) f(x,y,z)=2xy—yz—4xz

x=2¢t, y=28¢t, z=¢
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Kettenregel: Losung 5 a-c)

b) flx,y)=x>y+y x(t) =12, yt)=e¢
£=(4t3+t4+3-62t)et
d1

c) f(x,y)=x¢e"’ x(t)=t>, yt)=t"
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Kettenregel: Losung 5d

f(x,y,z)::2xy-—yz-—4xz2

x(t)=2¢, y(t)=8¢t, =z(t) =1+

df _of dc ,of dy , Of d
dt  ox dt oy dt 0z dt

9f
0 Xx

)
~

= 2x — z, —

_ o a D of _
= 2y —4z, By

o)}
I
|
<
|
o0
)
N

dx dy dz
_— = _— = _— = 2
dt 2 dt 8, dt !

daf A, 23
dt—8t(8 3t — 57
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