1-E

Differentiation nach einem Parameter

Kettenregel

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Eine verkettete Funktion von zwei Variablen
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Abb. 1-1: Die Darstellung einer verketteten Funktion z = f(x, y)

flx,y)=x"4+2y, x(t)=t+2, yt)=¢ -2

fFlx,)=x*+2y=0+27+2(*-2)=3¢>+ 4t = F (1)
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Ableitung einer verketteten Funktion

f=rflx,y), x=gt), y=h(t) (¢, <t<t,)
¢t 1st ein Parameter
f=r(x,y)=rf(gt), h(t)) = F(z)

f=F(t) wird als eine zusammengesetzte, verkettete
Funktion bezeichnet.

Wie bestimmt man die Ableitung solcher Funktion
nach dem Parameter ¢ ?

a _ .,
dt '
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Ableitung einer verketteten Funktion nach dem Parameter t

Die Ableitung einer Funktion f(x (?), y (t)) = F (t) nach dem Parameter
t kann man aus dem totalen Differential df

df = G5 dx+af dy
0 X o

in Form einer Kettenregel darstellen, indem man das totale Differential
durch das Differential dr dividiert:

d _of dx  of dy
dt ox dt oy dt

Haufig wird eine Kurzschreibweise verwendet:
f=F{)=f.x+f,»
Bezeichnungen:

f=f(x, y) ist eine “dulere” Funktion, x =g(), y =h (1) sind “innere”
Funktionen.
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

31 (5

i

t - unabhdngige Variable

_4_

Abb. 1-2: Die Darstellung der Kettenregel fiir eine Funktion z = f(x, y) mit Hilfe eines Diagramms

a _of dx  Of dy
dt ox dt oy dt
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Definition: Kettenregel

Funktionen x (#) und y (¢#) sind differenzierbare Funktionen einer Variablen
und f(x, y) ist eine partiell differenzierbare Funktion, welche (x(?), y(¢)) in
Definitionsbereich enthdlt. Dann ist die verkettete Funktion

F R - R
t = F(1)= f(x(), y(1))

differenzierbar und es gilt

a _of dx  Of dy
dt ox dt oy dt
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

f=f(x,y)= f(glt), h(t)) = F(t)

Die verkettete Funktion f = F'(7) beschreibt die Abhidngigkeit
der Hohenkoordinate z vom Kurvenparameter ¢, die Ableitung

df d F (t)
dt  dt

die Anderungsgeschwindigkeit dieser Hohenkoordinate lidngs
der Kurve (auch in Abhidngigkeit von #). Man spricht in die-
sem Zusammenhang von der Ableitung der Funktion f= F(1)
langs der Kurve C.
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Die in der Kettenregel auftretenden Ableitungen konnen zu “Ableitungs-
vektoren” zusammengefasst werden:

“AuBere Ableitung”: die Komponenten sind die partiellen Ableitungen
der “duBleren” Funktion z =f(x, y)

“Innere Ableitung”: die Komponenten sind die Ableitungen der bei-
den ‘“inneren” Funktionen x =g (¢) und y =/ () nach dem Parameter ¢.

dx .
dt _ | x
dy y
dt
fo=uU, r X
Y
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Die Kettenregel lasst sich auch auf Funktionen von mehr als zwei
unabhangigen Variablen iibertragen:

f=rf(x,y.z), x=g(t), y=h(t), z=j)

Die Kurzschreibweise:

f=FW)=fx+f y+/[ z

Bezeichnungen:

f=f(x v z) ist eine “4ulere” Funktion, x =g(t), y=h(t), z=j (1)
sind “innere” Funktionen.
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

abhdngige Variablen

9f
0z

t - unabhdngige Variable

Abb. 1-3: Die Darstellung der Kettenregel fiir eine Funktion f= f(x, y, z) mit Hilfe eines
Diagramms

a _of dx 0f dv  Of dz
dt ox dt oy dt Oz dt
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Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

Auch in diesem Fall konnen die in der Kettenregel auftre-
tenden Ableitungen zu ‘“Ableitungsvektoren” zusammenge-
fasst werden:

dx
)é dt
. AT 2 (ef af of|.|av
f=0,, /o /) y ox’ oy’ 02 o
: dz
dt

2-3 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Kettenregel fiir Funktionen mit einem Parameter

x

i
!
(
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Abb. 2: Parameterdarstellung einer ebenen Kurve C: x =g (t), y = h (t). Die Funktion F (1)
wird ldngst dieser Kurve abgeleitet
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Ableitung nach einem Parameter: Aufgabe I

—
v

{}———————————-ﬁn—-—

Abb. 3: Waagrechter Wurf, die Darstellung der Aufgabe

Beim waagrechten Wurf aus der Hohe % sind die Koordinaten des Massen-
Punktes durch folgende Gleichungen gegeben:

x(t)=v_t, y(t)=h—%gt2

Bestimmen Sie den Zeitpunkt ¢, bei dem der Abstand d zum Ursprung mi-

nimal wird
d(x,y) = Vx? + y2
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Ableitung nach einem Parameter: Losung 1

od(x,y) _ 0 24t = X _ X

0 x 0x 4 ‘/x2+y2 d(x,y)
od(x,y) _ 0 24yt = y __ Y

0y 0y ‘/x2+y2 d(x,y)
dx dy
@ _ L) AR,
< @ ®

1

— d(x,y) = il v — Y gt = xXv. — ygt
t dx,y) * d(x,y) d(x,;v)( ¥
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Ableitung nach einem Parameter: Losung I

Der Abstand d zum Ursprung ist minimal, wenn:

d _ 1 _
=0 = il =0 -

1 2| 2 1 2 2| _
vt—gt(h—zgt)—O = tvx—gh—l—agt)—O
_ 2 1 2.2
1. t=0, 2 vx—gh+5gt—0
tzz%(gh—vz)
g
=32 lgn -2
g
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Ableitung nach einem Parameter: Losung I
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