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Partielle Ableitungen hoherer Ordnung: Aufgabe 1

Priifen Sie am Beispiel einer der folgenden Funktionen,

dass die gemischten partiellen Ableitungen 2. Ordnung
gleich sind

a) f(x,y)=cos(x +2y)
b) f(x,y)=sin(x*+ »°)
¢) flx,y)=xy

d) f(x,y)=In(3x—2y)

e) flx,y)=e"y

f) f(x,y)=sin(x + y) + cos(x — y)
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Partielle Ableitungen hoherer Ordnung: Losung 1

e) flx,y)=€"y', [, =f, =2y

f) f(x,y)=sin(x + y) + cos(x — y)

= fyx = —sin(x + y) + cos(x — y)

/

Xy
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Satz von Schwarz: Vertauschbarkeit von gemischten Ableitungen

Satz von Schwarz:

Ist eine Funktion f in einer Umgebung U des Punktes P k-mal
partiell differenzierbar und sind alle A-ten Ableitungen in U stetig,
so ist die Differentiationsreihenfolge in allen g-ten partiellen Ab-
leitungen mit g <k vertauschbar.

Fiir die gemischten partiellen Ableitungen 2. bzw. 3. Ordnung einer
Funktion z =f(x, y) gilt somit unter den Voraussetzungen des Satzes
von Schwarz :

Fov="10

fxy_fyxx:fxyx
fyxy_fyyx:fxyy
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Hermann Amandus Schwarz (1843—1921), deutscher Mathematiker
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Satz von Schwarz: Vertauschbarkeit von gemischten Ableitungen

1. Fiir die in den Anwendungen benétigten Funktion-
en ist der Satz von Schwarz in der Regel giiltig.

2. Der Satz von Schwarz bringt in der Praxis einen
Zeitgewinn, da er die Anzahl der verschiedenen par-
tiellen Ableitungen erheblich reduziert.
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Gemischte Ableitungen: Aufgabe 2

Bestimmen Sie fiir die Funktionen
a) f(x,y,z)=xe + x>+ ze&"?
b) f(x,y,z)=cos(xy)+sin(y®) + x ycosz

2~y

X Y
’ b) :_+_+
c) flx,y.z2) yha .

2

d) f(x,y,z)=In(xyz)+xye’ +e* 77

2

e) f(X,y,Z)=COS(x2—y2)+ex+y+z

die gemischte partielle Ableitung 3. Ordnung

Pap—i
xyz Ox 0y 0z
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Gemischte Ableitungen: Losung 2a

fix,y,z)=x>e +x*+ze"”

Wir bestimmen die gemischte partielle Ableitung 3. Ordnung

foye = =21
xXyz Ox 0y Oz

1 Moglichkeit:

Of _ 0 (3074 x2 s 257 32767 4 25 + yze*?
ox Ox

f _ O
0x0y oy

3x?e” + 2x + yzexy) =
=3xte’ +ze"V +xyze? =3x2? +z (1 + xy)e””

o f
O0x0yoz

(3xzey-|—z(1 -l—xy)exy) =(1+xy)e"”
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Gemischte Ableitungen: Losung 2a

fix,y,z)=xe +x*+ze"”

2 Moglichkeit:

af_ 0 3 vy 2 Xy | _ Xy
az—az(xe +x  + ze = e
azf _ O xy| _ Xy
828x_8x(e )—ye

i 0 Xy x
520507 ay(ye = (1+xy)e

Es ist einfacher mit der Ableitung nach z anzufangen!

Vertauschen der Reihenfolge bei gemischten Ableitungen
kann viel Zeit sparen!
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Gemischte Ableitungen: Losung 2 b-e)

b) f(x,y,z)=cos(xy)+sin(y?) + x ycosz

Ox 0yodz O0xO0yoz

Vz = y° o f 0

z 0x 0y 0z

(x ycosz) =—sinz

_ Y
c) f(x,y,z)= -I—;—l—

X
Y

2

d) f(x,y,z)=In(xyz)+xye” +e”

+y2

o> f o f . Z
5x 0y 0z ~ dxdyoz mxyz)txye) =e

@ In(x yz) = L
0 X X

e) f(x:y,Z):COS(xz—y2)+ex+y+2

3 3
af — 0 ex+y+z:ex+y+z

Ox 0yodz O0xO0yoz
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Gemischte Ableitungen: Aufgabe 3

Bestimmen Sie fiir die Funktionen

a) flx, y)=x*e"y*+2
b) f(x, y)=y (sinx — x*)

X

c) flx, y) =x2~y2 +ysin(x3) + e

die gemischte partielle Ableitung 5. Ordnung

__&f

S
REITY 8x28y3
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Gemischte Ableitungen: Losung 3

5 5
if3 oder 83f2
O0x" 0y 0y 0x
_ 42 0% f O*f _
a) f(x, y)=x"e" y° +2, > # 0, 7 =0
0 X 0y
(s sy Of O f _
b) f(x, y)=y(sinx —x"), —5 #0, > =0
0 X oy

In allen Fallen ist es einfacher mit der Ableitung nach y anzufangen!
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Gemischte Ableitungen: Aufgabe 4

Bestimmen Sie fiir die Funktionen

a) flx, y)=xe™*V + *
b) f(x, y)=sin(y +2x)

¢) f(x, y)=Mn(x*y*) + In(e*”)
d) f(x, y)=MIn(x+y)+xy

e) flx,y)=xVy —yix

1

/) f(x,y)=g

die gemischte partielle Ableitung 4. Ordnung

4
foooo=—9t

yyxx ay2 8)62
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Gemischte Ableitungen: Aufgaben 5, 6

Aufgabe 5:

Bestimmen Sie fiir jede Funktion die hochste partielle Ableitung:
a) f(x, y)=x>y+xy’

b) f(x, y)=x>y*+xy*

2

¢) flx, y, 2)=xy*z

d) flx, y)=ye*+x)*

Aufgabe 6:
Bestimmen Sie folgende partielle Ableitungen:
6
a) f(x, y)=xe?”, —aéz?
0y
5 8
b) f(x, y)=er, LLo=—9 L _y
0x0y ox 0y
o
b) flx, y)=mbly), L=
X
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