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Doppelintegrale

1. Doppelintegrale
1.1. Doppelintegrale mit konstanten Integrationsgrenzen

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale

Al
Beispiel 1:
11
1= f f (x> + y?)dx dy
y=0 x=-2
11 1
Innere Integration nach x: 1= f f (x> +y})dxdy =3 f(l +y)dy = 4
y=0 x=-2 0
11 1
1
Innere Integration nach y: I = f f (x* +y?)dxdy = f (x2 + g) dx =4
y=0 x=-2 -2
Aufgaben:
11 1 3 11
a) 11=f f(x2+y)dxdy, 12=f f(\/}+ \/y+1) dxdy, I = f Vxydxdy
x=0 y=0 x=0 y=0 x=0 y=0
2 T 3 V.8 1 7!'/4
by I = f f x sinydxdy, I = f x* sinydxdy, I; = f f x cos(2y) dxdy
x=0 y=0 x=0 y=0 x=0 y=0
/2 n/2 /2 /2 /2 /2
c) I = f f sin(x +y)dxdy, I = f f cos (x +y)dxdy, I = f f x cos (x +y)dxdy
x=0 y=0 x=0 y=0 x=0 y=0



Doppelintegrale

A2

A3

b)

c)

d)

b)

d)

n/2 m/2 n/2 w/2
I = f f sin x cos (2y) dxdy, L= f f sin(2x) cos (3y) dxdy
x=0 y=0 x=0 y=0
x/2 n)2 x/4 72
L = f f sinx cos® ydxdy, L= f f sin(2x) cos® ydxdy
x=0 y=0 x=0 y=0
T2 2 x
Iy = f y - cos (xy)dxdy, I = f f x sin (xy) dxdy
x=0 y=1 x=0 y=0
302 )
L = f f x In (xy) dxdy, L= f x* In (xy)dxdy
x=1 y=1 x=1 y=1
2 12 2 n/2 3 n/4
I = f sn;y dxdy, I = C(;Szy dxdy, I = f f cos (2y) dxdy
x=1 y=0 x=1 y=0 x=1 y=0

x=0 y=0 x=0y
1 2 . 2 3 . 1 2 2y
I = f f xe dxdy, I, = f f xi dxdy, Iz = f f xe3
y y y
x=0 y=1 x=0 y=1 x=0 y=1
2 2 2 2 )
2
Ilsz(_x_z) dxdy, Ing f(f_y_z) dxdy
y X y X
x=1 y=1 x=1 y=1
1 1 2 1 2 1
I = d d N L = R I =
lffuxy” 2ffl+2xy ' 3ff
x=0 y=0 x=0 y=0 x=0 y=0
4 1 4 1
I :f Vx dxdy, Izsz VX dxdy
I+y (1+y)?
x=0 y=0 x=0 y=0




Doppelintegrale

1.2. Doppelintegrale mit beliebigen Integrationsgrenzen

A4
1y 2V 1 Va-x2
a) I = f f xydxdy, I = f xydxdy, I; = f f xydydx
y=0 x=0 y=0 x=0 x=0 y=0
3 x 2 x 1 1=
by I = f xy2 dydx, I = f xzy2 dydx, I; = f f xydydx
x=0 y=0 x=0 y=0 x=0 y=1-x
1 x 3V 1 221
c) I = f (x2 +y2)dydx, L= f (x3 +y3)dxdy, I; = f f (x+y)dydx
x=0 y=0 y=0 x=0 x=0 y=0
/2 x /2 x
d L= (1 +siny)dydx, b = f (cosx +siny)dydx
x=0 y=0 x=0 y=0

1.3. Doppelintegrale in Polarkoordinaten

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale und zeichnen Sie den Integrationsbereich

A5
/4
L = ffxydxdy, A: 1<r<3, 0<(,0<Z
A
L = ffy2\/4—x2—y2dxdy, A: ¥ +y’<4, y>0
A
Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale
A6

a) I = ff K2 e dxdy, A=x+y*<1
A

n/2 cos?g

b) 11=f f rdrdep,

=0 r=0

1.4. Doppelintegrale in der Volumenberechnung

Berechnen Sie die Volumina der Korper, die durch folgende Flachen begrenzt werden oder durch
andere Angaben bestimmt werden



Doppelintegrale

f(x,y) =2+sinx-siny,

g(x,y) =2 +sinx-siny,



Doppelintegrale: Losungen

2. Doppelintegrale: Losungen

2.1. Doppelintegrale mit konstanten Integrationsgrenzen

L1
1 1
) 1 5
a) I = (x*+y)dxdy = §+y dy = 3
0

L= f:(«fﬂ/dexdj(Jr\/yTl)dyé_o

x=0y
o1 1
2 4
13:ff\/x_ydxdy=§f\/§dy=§
x=0 y=0 0
2 oz
by I =f x sinydxdy = 2 f sinydy = 4
x=0 y=0 0
3 0
I :f x* sinydxdy = 9fsinydy =18
x=0 y=0 0
1 n/4 n/4
I3 =f x cos(2y)dxdy = %fcos(Zy)dy = ;1
x=0 y=0 0
7/2 m)2 /2
c) I = ffs1n(x+y)dxdy = f(smy+cosy)dy =2
x=0 y=0
7/2 n)2 /2
Iz—ffcos(x+y)dxdy = f( siny+cosy)dy = 0
x=0 y=0
72 w/2 /2
I; = f fxcos(x+y)dxdy = f( X sinx + x cosx)dx = —2+§
x=0 y=0



Doppelintegrale: Losungen

L2

a)

b)

d)

n/2 /2 /2
I = f f sinx cos (2y)dxdy = fcos 2y)dy = 0
x=0 y=0 0
/2 n/2 n/2
L= f f sin(2x) cos 3y)dxdy = fcos By dy = —%
x=0 y=0 0
72 x/2 /2
I = f f sinx cos® ydxdy = fcosz ydy = ;—T
x=0 y=0 0
n/4 7/2 /2
L= f f sin(2x) cos? ydxdy = % fcos2 ydy = g
x=0 y=0 0
no2 2
I = f fy-cos(xy)dxdy = fsin(ny)dy = 2
120 y=1 i g
2 7z 2
L= f fx sin (xy)dxdy = f(l —cos (mx))dx = 2
x=0 y=0 0

3 2 3
9
Ilzffxln(xy)dxdy=f(xlnx—x+2xln2)dx=—6+81n2+§ln3 ~ 4.49
1

3

302
12=ffx2 ln(xy)dxdy:fv(x2 Inx — x* + 2x° ln2) dx =
=1

x=1y 1
104 2
:—%+5—ln2+9ln3 ~ 10.37
2 n/2 2 J
I1=f Y xd :f—x:1n2:0.69
X
x=1 y=0 1
2 n/2 2d
cos y x 1
L = dxdy = —- ==
2 f 2 fo 2
x=1 y=0 1
F T cos(2y) I dx 2
cos (2y X
I = dxdy = = —- = =
3 ff P 2fx3 9
x=1 y=0 1



Doppelintegrale: Losungen

L3

x=0 y
2 1 2
Iz=ffy2e"+2dydx: %fe“zdx— (e* — %) ~15.75
x=0 y=0 0
1 2 1
b) Ilzffxexdydleanxexdx:ln220.69
x=0 y=1 Y 0
2 3 . 2
Iz=ffxyi dydxz%fxexdx—§(1+ez)
x=0 y=1 0
1 2 2% 1
h:ffxeg dydxz%fxezxdx: (1+ez)
x=0 y=1 Y 0
2 2 2
¢) Ilsz(z—x—x)dydx:%f(4xln2——)dx:§1n2:1.04
x=1 y=1 1
2 2 ) 2
12=ff(——y—2)dydx=%f(31n2 x——Z)dx=—%+—ln2:—0.13
x=1 y=1 Yo 1 o
1 1 1
d) 11=ff lfxydydx:fln(1+x)dx=21n2—1:0.39
x=0 y=0 0

1 2

x=0 y=0
2 1 2 3
x? 3
I; = dydx = xIn(l1+x)dx= | u—1)Inudu = =In3=1.65 (u=1+x)
1+ xy 2
x=0 y=0 0 1
4 1 4 16
e) 11=ffl\j_}ydydx=ln2f\/}dxz?ln223.70
x=0 y=0 0
4 1 Vi 4
X 1 8
2f <1+y>2”2fﬁx3
x=0 y=0 0



Doppelintegrale: Losungen

2.2. Doppelintegrale mit beliebigen Integrationsgrenzen

L4

1 y 1

1 1

a) Ilszxydxdyziffdy:g
0

y=0 x=0
2 Wy
I f dxd ! f d 4
= xydxdy = = = =
2 y y ) y ay 3
y=0 x=0 0
1 Va—x2 | 1
I; :f xydxdy = 3 fx(4—x2)dx = —
x=0 y=0 0
3 x ] 3 81
b) I :f xyzdxdy=§ fx4dx=?
x=0 y=0 0
2 X 2
1 32
Ing xzyzdxdy:§fx5dx:3
x=0 y=0 0
1 1-x2 1
_ _1 212 2 _
I3-f f xydxdy—ifx((l—x)—(l—x))dx—24
x=0 y=1-x 0
1 X 1
2, .2 4 3 1
c) I = (x +y)dxdy:§ xdx:§
x=0 y=0 0
3V 3
12=f (x3+y3)dxdy=f(y— +y7/2) dy==+18V3 = 3343
y=0 x=0 0
1 x2-1 1 | .
13=f (x+y)dxdy = f(x(x2—1)+§(x2—1)2) dx=@
x=0 y=0 0
n/2 x /2
. oo
d I = (1 +siny)dxdy = (1+x—cosx)dx:§+§—1 =138
x=0 y=0 0
n/2 x /2
I = (cosx +siny)dxdy = f(l +xcosx—cosx)dx=-2+mn= 1.14
x=0 y=0 0



Doppelintegrale: Losungen

2.3. Doppelintegrale in Polarkoordinaten

L5
3 /4 n/4
1
11=ff xydxdyziffﬁ sin(2¢p)drdgo=10fSin(2¢)d<ﬁ:5
A r=1 ¢=0 ¢=0
] s
y !
3] A ek
#
Fa
’
'
2]
1]
A
s
i X
0ls
._2 I—l ,) 0 '1 2 3 I4 I5 I
Fd
s
1/ _1—

N
ENE]

Abbildung 1: Darstellung des Integrationsbereiches fiir das Integral I; A : 1<r<3, 0<¢

2
/ 2 _\2 N n NI) _g ~
Iz—f 4 — x> —y*dxdy = f rdrfsm godgo—zf 4 rdr—lsn—6.702,
A ¢=0 r=0
u=4-r

-1

Abbildung 2: Darstellung des Integrationsbereiches fiir das Integral I, A : 0<r<2, 0<¢<m



Doppelintegrale: Losungen

L6

a)

b)

24.
L7

a)

b)

c)

d)

2r 1 1
1
I = ff 22 e dxdy = f cos® pdy f Pe dr=n f Pedr=n (5 - e_l) ~ 0.415
A ¢=0 r=0 =0
7/2 cos? 72 )2
! 3

I = f f rdrdcpzi fcos godgo—— f(COS(4t,D)+4 cos (2¢) + 3) dso—3—27r ~ 0.295

=0 r=0 ©=0 =0

Doppelintegrale in der Volumenberechnung

f(x,y) =2+sinx-siny, Ar: —m<x,y<n

Vs

/s /4
:f (2+sinx-siny)dxdy:f f(2+sinx-siny)dxdy:4nf dy = 871* ~ 78.96 VE

X=—1 y=—7 y=—n
g(x,y) =2 +sinx-siny, Ag ¥ +y?<n?
Vi2=2
ff(2+s1nx siny)dxdy = f f (2 +sinx-siny)dydx =
A=y Vr2—x2

=4f Va2 — x2dx =210 ~ 62.01 VE

X=—T

x2+y2:9, z=0, z=9-y

= f O -y)dxdy =81n~ 25447 VE

y=x2, y=4, z=3+x+2y
2

4
416
=f (3+x+2y)dxdy:f f(3+x+2y)dydx:?:83.2VE
A

x=-2 y:xz

z=2-2x-y, x=0, y=0, z=0, V=

10



