Doppelintegral in kartesischen Koordinaten

Aufgaben, Teil 3: Beliebige Integrationsgrenzen

2-El Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



2-E2 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Integrationsgrenzen in einem Doppelintegral: Aufgaben I, 2

Berechnen Sie die folgenden Doppelintegrale und zeichnen
Sie den Integrationsbereich

Aufgabe 1:
]:fff(x,y)dA, A: y:2x2, yzl—I—x2
A

a) flx,y)=x+y, b)) flx,y)=x"+y

c) f(x,y)=x+x2—|—y

Kann man, ohne Rechnungen durchzufiihren, das Doppelin-
tegral von folgenden Integranden zu bestimmen?

d) f(x,y)=x, e) flx,y)=y

b 1+ x>

f)]=f f x dy dx

x:ay=2x2
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Integrationsgrenzen in einem Doppelintegral: Aufgaben 3-6

Aufgabe 2: ]=”(x+2y) dA
A: y=03B-xP, y=4
Aufgabe 3: I = ff Xy dxdy
A

a)A:y=x2+l, yv=4x, x=0
b) A: y=x2+1, y=4x

Aufgabe 4: i = ﬂ x dx dy
A

A: y=x, x+y=2, x=0

Aufgabe 5: I = ﬂ V1 + x* dx dy
A

A y=x3, x=2, y=20
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Integrationsgrenzen in einem Doppelintegral: Aufgaben 3-6

Aufgabe 6: I = ff sin x dy dx
y

A: 0<y<sinx, O0<x<m

Aufgabe 7: I = ﬂ y?sin x dy dx
A

A: 0<y<1+cosx, O0<sx<m

2-A3 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Integrationsgrenzen: Losung 1

0.5 |

Abb. LI1: Darstellung des Integrationsbereiches
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Integrationsgrenzen: Losung la

a)]z”(x+y)dA, A y=2x* y=1+x*
A

Die Integrationsfliche ist durch die beiden Parabeln y = 2 x?
und y = I + x? begrenzt. Die Schnittpunkte sind

S, =(-1,2), S, = (1, 2)
-1 <x <1, 2x2<y<1+x2
1 1+ x? 1 5 11+
I = f dx f (x-l—y)a’yzf xy—i—y?22 dx =
i=—1 y=2x? —1 X
_} —ererz—x3—§x4cz’x—£+xz+x3—x4—3x51=E
12 2 2 2 3 - 10 _1 15
e (1 3 3 5] _ 16
.=2f——|—x2——x4dx=x+—x3——x5 = —
o 12 2 5 o 15
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Integrationsgrenzen: Losung 1 b-e

1 I+x
b) I = _fdx _f (x2+y)dy=f %+2x——x4dx=
x=-—1 y—2x2 —1
1
_x 25 x4
1273 T2, T3
1 1+ x° 4
c) I = f dx f (x + x +y)dy=§
x=-1 y=2x2
1+ x?
d) I = fxdx [ ay=0
x=-1 y=2f
I+x 16
e) I = f dx f ydy = —
b < 15
X y=2x
b 1+x b 1
f)lzf f xdydxzf(x—x3)dx=z(a4—2a2—b4+2b2)
x—ay 2 x X=da
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Integrationsgrenzen: Zusammenfassung

) flxy)=x+y - 2
2 4
by flx.y)=x"+y - =2
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Integrationsgrenzen: Losung 2

y
>
2
y=(x-3)
4
3]
el
1
X
[:I T
-2 L1 0 6 7
-1
Abb. L2: Darstellung des Integrationsbereiches
1. Moglichkeit:
4 3+4y 4
= J. f (x—|—2y)dxdyzf(6\/;+4y\/;)dy=83.2
y=0 x=3—\/; 0
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Integrationsgrenzen: Losung 2

2. Moglichkeit:

5 -

5
I = f f (x +2y) dydxzfdx [xy+ yz}?x_3)z=
¥=1 y=(x-3) !

5

= [ (16 = (x = 3)* + x(4 — (x — 3))) ) dx = 8322
1
(a+b)=d"+4a°b+6a*b* + 4ab> + b*

Der Rechenaufwand ist geringer, wenn zuerst nach x und
dann nach y integriert wird.

2-2b Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Integrationsgrenzen: Losung 3a

[ Vi R .

Abb. L3a: Darstellung des Integrationsbereiches
A y=x2+1, y=4x, x=0
— 42 _
fi(x)=x"+1, g(x)=4x
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2-3b

Integrationsgrenzen: Losung 3a

Der Integrationsbereich ist durch die Parabel y =x?+ [, die Gerade
vy =4x und die y-Achse begrenzt. Die Schnittpunkte bestimmt man
durch die Losung der quadratischen Gleichung

fx)=g(x) o x*-4x+1=0 =
X, = —\/g, x2=2—|—\/§

S, =(2 -3, f(2—13))=(027, 1.07)

2-43 2+ 1 ! 2-43
I=ﬂxydxdy= f x dx f ydy=§ f x(x* = 14x* + 1)dx =
y 0 4 x 0
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Integrationsgrenzen: Losung 3b

15|

10 |

_5_

Abb. L3b: Darstellung des Integrationsbereiches
A y=x2+l, y=4x, f(x)=x2+1, g(x)=4x
S, =02-V3, F(2-43), S,=02+3, f(2+3))
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Integrationsgrenzen: Losung 3b

2+43 4 x
Izﬂxydxdyz f X dx f ydy =
A

23 X2+ 1
2443

f x(x4 — 14x% + 1)dx =
2-43

1
2

2+43
~ |- L xz(x4— 21 x* + 3)
12 2-43

= 643 = 110.85
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Integrationsgrenzen: Losung 4
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Abb. L4: Darstellung des Integrationsbereiches
A y=x3, x+y=2, x=0; f(x)=x3, g(x)=2—x
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Integrationsgrenzen: Losung 4

0 -

1
|2 X X _1
3 510 15
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Integrationsgrenzen: Losung 5

m =

Abb. L5: Darstellung des Integrationsbereiches
. _ 3 — _
A: y=x, x=2, y=20
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Integrationsgrenzen: Losung 5

2 X 2
I = ” V1 + x* dxdy=‘f\/1 + x* dxfdy= fx3‘\/l + x* dx =
A 0 0 0

3

(1+x4)5=1—7@—%:11.52

1
6 6
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Integrationsgrenzen: Losung 6

Yy =Sinzx

1/2 / 0 /2 ?\ 31/2 .

Abb. L6: Darstellung des Integrationsbereiches

A O0<y<sinx, O0<sxs<mn
T Sif X f 2 x sin(2x)|T g
,[ sin x dx I ly I sin” x dx > A i

x=0 y=0 x=0
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Integrationsgrenzen: Losung 7

-
Y
y=1+coszx
l_
A
T OO T T T
T/2 0 /2 11 31r/2 xr 2
i

Abb. L7: Darstellung des Integrationsbereiches

A O0<y<1+cosx, 0

N
~
N
—
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Integrationsgrenzen: Losung 7 (1 Variante)

L 1+cos x L 3 |l +cosx
i = sin x dx f yzdyz_fsinxdx X =
x=0 y=0 0 3 Jo
11T
:§f(1—|—cosx)3sinxdx:
0
lTT
=§f(1+3cosx+3c0s2x+cos3x)sinxdx=
0
1. 3 2 3
:§I sin x +§ sin (2 x) + 3 cos” xsinx + cos” xsin x |dx =
0
1 3 3 | 4 |7 4
= — | — —_ — 2 — —_ — = —

3 |cosx — 3 cos(2x) — cos” x 4 C0s X LT3
fcos"(ax)sin(ax)dxz—;cos”“(ax) (n#—1)
a(n+1)
fcoszxsinxdx:—%cos%c, J.cos3xsinxa’x:—%cos4x
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Integrationsgrenzen.: Losung 7 (2 Variante)

//ll_f '{'f‘-}l..- 'y (_) _‘_:' X l‘..: ’—ﬂ-
14 cufX

yz SWV dydx

V=0

14 oS X

\[M:x‘rjx (7)

3
W cosx) dx W= A4 casx
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