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Dreifachintegrale

Zh

Abb. 1: Definitionsbereich einer Funktion u = f(x,y, z) ist ein Korper
im 3D-Raum (aus Bronstein)

Die Definition des Dreifachintegrals einer Funktion f(x, ), z) von drei
Variablen iiber einem dreidimensionalen Bereich erfolgt in Analogie zur
Definition des Doppelintegrals.

1. Das Volumen V wird in Elementarvolumina zerlegt.

2. Der Punkt P liegt im Inneren oder auf dem Rande eines Elementar-
volumens
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Dreifachintegrale

3. Produkte der Art f(x,,y,,z,) AV, werden gebildet.

4. Das Dreifachintegral ist der Grenzwert der Summe solcher
Produkte fiir alle n Elementarvolumina, in die das Volumen
V zerlegt wurde, und zwar fiir den Fall:

AV, -0, n— o

n
ff(x,y,z) dv = lim > flx,,y.,z) AV,
% AV, -0, n o j=1]

Dieser Grenzwert soll unabhingig von der speziellen speziellen
Zerlegung existieren.
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Dreifachintegrale

[ fix,y,z)av = [[| flx,y,z) dxdy dz
V

|4

X, ¥, z — die Integrationsvariablen

J(x, ¥ z) — der Integrand

dV — das Volumenelement
V — der Integrationsbereich
Existenzsatz:

Das Dreifachintegral existiert, wenn die Funktion
J(x, ¥, z) im gesamten Integrationsgebiet stetig ist.
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Dreifachintegrale

Die Berechnung des Dreifachintegrals erfolgt durch drei
nacheinander auszufiihrende gewohnliche Integrationen:

ff(x,y,z) dV =

b |Py(x) | wylx, y)
:f f f(x,y,z)dz |dy|dx =
a |@(x) | w(x,y)
| J
1. Integration
2. Integration
| J
3. Integration
P, (x W,(x, )

)
f f(x,y,z)dz dy dx
a y=¢,(x) z=y(x,y)

Il
| —

X

Reihenfolge der Integration — von innen nach aulen
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Beispiel 1
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Aufgaben 1-4

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe

Aufgabe
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Izzf f f sinx - vz dz dydx
x=0y=0 z=y
2 X XxX—y
I3=f f f y-e” dz dydx
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f f x%y - cos(yz)dz dydx
0y=—1 z=0
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N
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Ldsungen 1-3

1 x x? 1 X

=10 [ | Nexldddr= [ [ (+x) P4y dydr =2
x=0y=0 =_,>? x=0 y=0 5
/2 1 y? /2 |

Izzfsmxale ydyfzdzz—fsmxdxf(y5—y3)dy:_i
x=0 y=0 z=y x=0 y=0 24
2 x x—y 2 X

L= [ [ yeaaga=[ [ yEe-1) dax=
x=1 y=0 z=0 x=1 y=0

X X
exf ye_ydy—f y dy
1 y=0 y=0

2 2
dxzf(ex—x——x—l) =
-1 2

=—e—13—1+ezzl.004

fuv’dxzuv—fu’vdx
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Lisung 4

1 4 s
I, = f x? dx f f ycos(yz)dzdy =
x=0 y=—1 z=0
T Yy
1 1. x _ sin(my)
= — d = — =
Z_£OCOS( 5 £ cos u du y[sm(yz)]z_o "
u=yz

1
14: f _xzdx f Slﬂ('lT_)/)dy:—i f xzdx-[cos(n—y)r;:_lz
x=0 y:—l Tt x=0
2 )
_ 2z 2 . _ _ 2
=T { x° dx e
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Aufgaben 5, 6

Aufgabe 5:

Berechnen Sie folgendes Dreifachintegral

_ dx dy dz
] =
f‘“[fl—x—y

wenn der Integrationsbereich durch die folgenden
Flachen begrenzt wird

xX+y+z=1, x =0, y =0, z=0

Aufgabe 6:

Berechnen Sie folgendes Dreifachintegral

~ dx dy dz
I_Iy (x +y+z+1)

wenn der Integrationsbereich durch die folgenden
Fliachen begrenzt wird

x+z=3, y=2, x=0, y=0, z=0
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Ldsung 5

_1_
Abb. L5: Der Integrationsbereich ist ein Tetraeder OABC

l—x—y

B dx dy dx dy l—-x—y _ 1 . B
[_Agol—x—y Z;[O dz_j = 7l " y—Afodedy—EAO BO =

1
2
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Ldsung 6
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Abb. L6: Der Integrationsbereich ist ein Dreieckprisma
Zg =3—x

. dx dy dz _3 B
I = 1 dzdx dy =
ﬂf PPRPT AI{{O Zf_o (x+y+z+1)>dedx dy
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Berechnung in kartesischen Koordinaten: Ldsung 6

ZQ=3—x
I= [ exdv | (x+y+z+1)3dz =
ABCO 2y =0
::_%JI[W+y+¢+1rﬂ§”dx@:

ABCO

IdX[KX+y+1YA%y+4Yﬂ@=

3
1 1 1
= — — d:
2‘![y+4 x+y+10x
1 x+1 x P 1
== |1 -2 = Z@4m2-1
2 nx+3| 2 |, = g“m2-b
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