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Brook Taylor (1685-1731)

L »

Brook Taylor war britischer Mathematiker.

Nach 1ihm sind die Taylorreihe und die Taylorsche Formel benannt,
mit der man stetig differenzierbare Funktionen als Potenzreihen dar-
stellen oder durch Polynome annidhern kann.
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laylorreihe

Taylorreihe einer Funktion:

(x — xo)" = Z an(x — xo)n
n=20
x, — Entwicklungszentrum oder Entwicklungspunkt

1. Fiir das Entwicklungszentrum 0 geht die Taylorsche Reihe in
die Maclaurinsche Reihe iiber.

2. Den Konvergenzradius » der Taylorreihe bestimmt man nach

der Formel:

a
n

ry = lim
n — oo

an+l

Die Reihe konvergiert iiberall im Intervall

X —r<x<x0+r

0
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laylorreihen: Aufgaben 1-3

Aufgabe 1:
1. Entwickeln Sie die logarithmische Funktion f(x) =/nx um
die Stelle x =1 1n eine Taylorreihe.

2. Stellen Sie /n 2 in Form einer Zahlenreihe dar.

Aufgabe 2:

Entwickeln Sie die logarithmische Funktion f(x) = /n x um die
Stelle a) x =2, b) x =3 in eine Taylorreihe. Vergleichen Sie
die Ergebnisse dieser Aufgabe mit den Ergebnissen der Auf-
gabe 1.

Aufgabe 3:

Entwickeln Sie die Funktion f(x) in eine Taylorreihe nach
Potenzen von x —2

flx)=4x —3x*+5x—1
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laylorreihen: Aufgabe 4

Aufgabe 4:

Entwickeln Sie die Funktion f(x) in eine Taylorrethe um
das Entwicklungszentrum x, und bestimmen Sie den Kon-

vergenzradius:
1

a) f(x)z—z, x, = —1
X
1

b) f(x)z; Xy = —2
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laylorreihen: Losung 1

f(x)=Inx, x,=1 — Entwicklungszentrum

f(x0)=lnx0=1n1 =0
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laylorreihen: Losung 1

Taylorreihe einer Funktion im Entwicklungspunkt x

P = g+ 2 = e L e
2 f " (x) 2
:ngo o = (x — x,)" =n§0 a (x — x,)"
Iy = (x=1) = 2 (x=1P+ > (x =1 = ¢ (x= 1)+ . =
=3y B S (o)
n=1 n=1
. :( 1>n+1
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laylorreihen: Losung 1

Um /n 2 in Form einer Zahlenreihe darzustellen, muss man den Wert
x =2 in die Formel (®) auf Seite 2-1b einsetzen.

1

1n2:1———|—l—l+l...20.6931
2 3 4 5

Den Konvergenzradius » der Taylorreihe bestimmt man nach der Formel:

r = lim
n—oo | 4y
+1
S Gl ) )
2 7 ’ ntl p 41
a
. ) n—+1 . 1
r = lim " | = lim = lm |1 +—|=1
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William Brouncker und die Reihe fiir In 2

William Brouncker (1620-1684), ein irischer Mathematiker

1668 fand Brouncker auf geometrischen Wege durch Quadratur
eines Flachenstiickes unterhalb der Hyperbel y = 1/x eine Reihe,
die wir heute als

1

dx 1 1 1 1
=mn2=1-=-—+=—-——=—+4+—= ...

' T+ x 273 45

schreiben. (Hans WuBing, “6000 Jahre Mathematik”)
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laylorreihen: Losung 1

Pi1o

|

Abb. LI1-1: Die Funktion f(x) =Inx und Ndherungspolynome 6. und 10. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =1, der Konvergenzradius ist r =1
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Taylorreihen: Losung 1

(%
I

P21

1- y=Inx

Pigz

e BN

Abb. L1-2: Die Funktion f(x) =Inx und Ndherungspolynome 12. und 21. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =1, der Konvergenzradius ist r =1
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laylorreihen: Losung 1

Abb. L1-3: Die Funktion f(x) =Inx und Ndherungspolynome 2., 4., 6., 8.,..., 18. Grades
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2-2a

Taylorreihen: Losung 2a

f(x)=Inx, x,=2 — Entwicklungszentrum

f(xo) =Inx,=1In2

' _l_ —1 , _l
frla)=_2=x £1(2) =3
frx)=-S=-x2  fr(2)=-%

x2 22

rr 2 - rrs 2 2!
f (x>:?—2)€3 f (2)2?:?
f(4)(x) = = 2x43 = 3! x * f(4)(2):—¥
f(S)(x):_z 3°<—4)x_5:2.3.4x—5:4_5!

4!
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Taylorreihen: Losung 2a

Taylorreihe einer Funktion im Entwicklungspunkt x

il = g 2 e T
+ i '3’!(x0) (x — x0)3 + + / ;!xo) (x — x0)4 +

—2 (x—2)2 (x—2)3 (x—2)4
- > 3 4
22 3-2 4 -2

Inx = 1n2+x

n=1 n-2" n=1
. :( 1)n+1 B (_l)n
n n n+1 n+1
n-2 (n+1)-2
a . }’l+1
T I P N R VA _ 5 e |22l =
n— oo an+1 n— oo nzn n— oo n
=2 lim |1 + L 2
n— oo n
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Taylorreihen: Losung 2a

Entwicklung der Logarithmusfunktion f(x) =/nx um die Stelle x =2
in eine Taylorreihe.

lnx|0:2 = In2 + 2 S 52 3. S L + ... =
0 _ A\n
=2+ Y (-1)" (x=2)
" n-2"

Entwicklungskoeffizienten:

L (_1)n+1

n
n-2"

Der Konvergenzradius der Reihe ist » = 2.
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Taylorreihen: Losung 2a

Pzo (J-:) Ps (-ﬂ)

,_.
=
=
B o
LAt
N P SO A
L
(u]
|
53!

2

Abb. L2-1: Die Funktion f(x) =Inx und Ndiherungspolynome 6. und 20. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =2, der Konvergenzradius ist r =2
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Taylorreihen: Losung 2a

In(z)

p2o(x) Ps (5!?)

!

l
Abb. L2-2: Die Funktion f(x) =Inx und Ndherungspolynome 6. und 20. Grades.
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Taylorreihen: Losung 2a

ps (z) pzo(z)

In(zx)

>

Abb. L2-3: Die Funktion f(x) =Inx (blaue Kurve) und Ndiherungspolynome 6. und 20. Grades
(entsprechend graue und rote Kurven) im Bereich -1.3 < x <1.3
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Taylorreihen: Losung 2b

Entwicklung der Logarithmusfunktion f(x) =/nx um die Stelle x =3
in eine Taylorreihe.

x—3 (x—3)2 + (x—3)3 _ (x—3)4

lnx|x0:3=1n3—|— Y Y 4 34 + ... =
0 . n
=3+ > (1) (x—3)"
n=1 n-3"

Entwicklungskoeffizienten:

L (_1)n+1

n n
n-3

Der Konvergenzradius der Reihe ist » = 3.

2-2f Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Taylorreihen: Losung 2b

& : r
Y |
3- i
I pzi()
i In(z) L
1 6 8 9 o 1

Abb. L2-4: Die Funktion f(x) =Inx und Ndherungspolynome 12. und 27. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =3, der Konvergenzradius ist r =3
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Taylorreihen: Losung 2b

Entwicklung der Logarithmusfunktion f(x) =Inx um die Stelle x = x
in eine Taylorreihe kann man in einer allgemeinen Form darstellen:

X = X (x — x0)2 (x — x0)3 (x = x0)4
Inx| 5, = In3+ — 5 = T T eos =
0 X0 2 x 3 X, 4 x,

Entwicklungskoeffizienten:

(_1)n+1

n-x.
0

a =]
n

Der Konvergenzradius der Reihe ist r =g
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laylorreihen: Losung 3

Allgemeine Formel der Taylorreihe:

f(x):f(xo)+fl<!)€0) (x_xo)+f2—5x0)<x_x0)

24

Entwicklung einer Funktion in die Taylorrethe um die Stelle x = 2:

ray=r@+ LB -0+ L0 (g 4

f(x)=4x>=3x*+5x -1
flx)=12x"—6x+5, f''(x)=24x-6, f'''(x)=24
42 2 24 3

29 + 41 (x=2) + -7 (x=2)" + 5

\.\
=
I

29 + 41 (x=2) +21 (x=2)*+ 4 (x=2)°
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laylorreihen: Losung 4a

f(x)z; x,=—1
flx)= % f(=1)= (_11)2 =1

e ==, f’(—1)=—<_21>3:2
f”’<X>=—2'js'4=—% A 1>=—(_41’)5:4'
) = e = <(i1+>"1+>; = (n + 1!
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laylorreihen: Losung 4a

Taylor-Reihe:

fx i (x +1) :E.::O(nﬂ)(xﬂ)”

Entwicklungskoeffizienten:

1 + —
. an . n—|—1 . n
ry = lim = lim = lim =1
now | A, now \B+2 71— o0 1+g
n
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Tlaylorreihen: Losung 4a

-
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Abb. L4-1: Die Funktion f(x) = 1/x? und Ndiherungspolynome 8. und 20. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x = -1, der Konvergenzradius ist r = 1
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Tlaylorreihen: Losung 4a

-
y
l_
1
A | ]
3 -2 -1 0 1 o 2
Iy
pai(x) P13 (1?)
-1

Abb. L4-2: Die Funktion f(x) = 1/x? und Ndherungspolynome 13. und 31. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x = -1, der Konvergenzradius r = 1
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2-4d

laylorreihen

f(x)=? g = =2

f(xg) = £ z)—(_;)f ~

A R T A R e

fU) =S =S 1S Se e

R e A R
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laylorreihen: Losung 4b

Taylor-Reihe:

o0 o0

flr)=L= a (x+2)"= 3 2 (x4 2)
X n=0 n=0 2"

Entwicklungskoeffizienten:

f(n) (xO=—2) n+1
n n! o 2n+2

Der Konvergenzradius:

1
: a, : 3 (n+1 : bt n
r = lim = lim > = 2 lim =2
n— an+1 n— 2n+ (n—|—2 n—o 1 + 2
n
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laylorreihen: Losung 4b

2_
Yy
l_
Pz#f/fﬂ)
1
72
i : 0
5 -4 -3 -2 -1 0 | - 2
Ly
P15 ()
=1=

Abb. L4-3: Die Funktion f(x) = 1/x? und Ndherungspolynome 15. und 28. Grades. Der Entwicklungspunkt
ist x =-2, der Konvergenzradius r =2
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laylorreihen: Aufgaben 5-8

Entwickeln Sie folgende Funktion f(x) in eine Taylor-

Reihe

Aufgabe 5: f(x) = % Xy =2

Aufgabe 6: f(x) = . _1|_ 5 x,=0

Aufgabe 7: f(x):\/;, X, =4

Aufgabe 8: f(x)=mIn(2 -3x + x?), x.=0
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laylorreihen: Losung 5

n 2l’l+1 n+1 2n+2
a 21’l+2

r = lim | = lim =7
n+1 n
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laylorreihen: Losung 5

Abb. L5: Die Funktion f(x) = 1/x und Ndherungspolynome 3. und 6. Grades
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laylorreihen: Losung 6

n +1
x + 2 n=0 n=0 2n
(_l)n (_l)n-l-l
an — n+1"’ an+1 — n+2
2 2
r = lim i = lim — =2
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laylorreihen: Losung 7

2 / y=Ff(x)
T I:I T T T T T T T T x 1

=3

Abb. L7: Die Funktion f(x) =\x und Néiherungspolynome 2. und 3. Grades

(x—4) = — (x—4P + —= (x—4) = —— (x—4)* + ...

1
V= 4 64 51 16384
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laylorreihen: Losung &8

y = f(x)

Abb. L8: Die Funktion f(x) =In (2—-3x + x?) und Ndiherungspolynome 2. und 4. Grades

ln(2—3x+x2):1n(2)—éx—§x2—§x3—£x4—£x5 +oL
2 8 8 64 160
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