Funktionenreihen

Erst durch Newton wurde die Theorie unendlicher Reihe zu einem eigenstindigen
Forschungsgebiet in der Mathematik, das dann in Britannien besondere Beachtung
und weitere Entwicklung durch Brook Taylor und Colin Maclaurin fand.

Hans Wuping, “6000 Jahre Mathematik”
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Funktionenreihen

Die wichtigsten, in den Anwendungen auftretenden
Funktionen lassen sich als Potenzreihen der Form

den sog. Taylorreihen darstellen. Diese Entwicklung
liefert eine Moglichkeit, um Funktionen wie z.B.

e*, sinx, cosx, Vx, Inx

explizit zu berechnen, indem nur die Grundrechen-
operationen (+, —, <, /) angewendet werden. Dies
wird oft angewandt, um fiir gegebene oder kompli-
zierte Funktionen Naherungsformeln zu erhalten.
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Funktionswerte mit einem Taschenrechner
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Ein Taschenrechner bietet neben den Grundrechenarten auch weitere
Funktionen an, z.B. die Berechnung des Kosinus oder des Sinus. Die
Bestimmung solcher Funktionswerte wird nicht exakt, sondern durch
Néherungen auf geniigend viele Dezimalstellen durchgefiihrt.
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Funktionenreihen

Definition:

Funktionenreihe wird eine Rethe genannt, deren Glieder Funktionen
einer unabhédngigen Variablen x sind:

0 0]

o f(x)=f ) F fyx) ()

n=1

Partialsumme hei3t die Summe der ersten n Glieder dieser Reihe:

n

S,(x)= 2 frx)=f(x) + fr(x)+ ...+ [, (x)

k=1
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Funktionenreihen

Die wichtigsten Funktionenreihen sind die Potenzreihen der Gestalt
S 2
_ no_ n
P(x)—zoanx =dytax+a,x"+...+a x" +...
n=—

o0
P(x) = Z a, (x—xo)"=a0+a1(x—x0)+az(x—x0)2+...+
n=0

+a,(x—x))" + ...

wobeil die Koeffizienten a, und die Entwicklungsstelle X, konstante Zahlen sind.

Beispiele:
.8 0 )
_ no_ no_ n _
P(x)—z a, x —Zx =l+x+x"+...+x"+ ..., a =1
n=0 n=0
S X X, x° x" 1
. n o_ A A A C -
P(x)—zoanx ZO Tl N e, =
n= n=
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Konvergenzverhalten einer Potenzreihe

o0
Bei einer Potenzreihe P (x) = Z a, x"
n=0

hingt der Wert eines jeden Gliedes und damit der
Summenwert vom Wert der unabhédngigen Variab-
len x ab.

Im Folgenden untersuchen wir das Konvergenzver-
halten einer Potenzreihe.

Definition:

Die Menge aller x-Werte, fiir die eine Potenzreihe kon-
vergiert, heillit Konvergenzbereich der Potenzreihe.
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Konvergenzverhalten einer Potenzreihe

Abb. 1: Konvergenzbereich einer Potenzreihe

Fiir x =0 konvergiert jede Potenzreihe Z a, x "und besitzt dort den
n=10

Summenwert P (0) = a,. Es gibt Potenzreihen, die nur fiir x = 0 kon-

vergieren und solche, die fiir alle x konvergieren.
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Konvergenzverhalten einer Potenzreihe

0
Zu jeder Potenzreihe Z a X n, die nicht iiberall konvergiert,
n=20

gibt es eine positive Zahl r, Konvergenzradius genannt, mit den folgen-
den Eigenschaften:

1. Die Potenzreihe konvergiert iiberall im Interval |x | < r.
2. Die Potenzreihe divergiert fiir |x | > 7.

3. Man setzt r = 0, falls eine Potenzreithe nur an der Stelle x =0 kon-
vergiert.

4. Uber das Konvergenzverhalten der Potenzreihe in den Randpunkten
-r und r lassen sich keine allgemeingiiltigen Aussagen machen.

a

Der Konvergenzradius kann mittels » = lim berechnet werden.

n—oo | 4y
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Konvergenzverhalten einer Potenzreihe

Wir bestimmen den Konvergenzradius r einer Potenzreihe El, a, X,
n=10

Nach dem Quotientenkriterium von d'Alembert konvergiert die Reihe Z b,,
wenn sie die Bedingung

1 bn+1 1
o | b
erfullt.
_ n _ n+1
bn__a e bn+1__an+1x
b a P a
n+1| _ 4. n+1 _ n+1 _
li = lim = I =
n — o0 bn n — oo a, xn n— oo an
T n+1 n+1
= lim x| =|x]|- lim < 1
n — oo n n — o0 n
1 . a,
x| < = lim = r (alle a # 0)
li an+1 n— o0 an+1
m
n— o0 a
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Konvergenzradius: Aufgaben

a

r = lim
n—ooo | 4y
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Aufgaben -5

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden
Potenzreihen

Aufgabe 1: P(x) = Z 2

=0 n!

S 1
Aufgabe 2: P(x)= Z

n=1n(x +2)"

o0 n
Aufgabe 3: P(x)= Z X

n=0 3n

o0 n
Aufgabe 4. P(x) = Z 2

n=1 n2n
Aufgabe 5. P(x)= 3 [—" |
urgapc J. X —n:1 m X
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 1

_ 1 _
Do T Casl T G
a | |
o= i || = O BRI e ) = o
a n! n!

Die Reihe konvergiert iiberall.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 2

P(x)= ) 1 = ! 1 5+ 1 =
a=1 n (x +2)" x+2  2(x +2) 3(x + 2)
i bn+1 1
s | D,
| 1
bn+1: n+ 1’ bn: n
(n+1)(x +2) n(x +2)
im | 2250 | i o (65 A ~ lim n —
n— oo bn n— o (n+1) (X+2)n+1 n— oo (n+1) (X+2)
—  [im 1 —
noow (n+ 1) | x + 2 | x + 2]
1 x+2<-1 = x<-3
<1l = |x+2[>1 <
| x + 2| x+2>1 = x>-—1
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 2

4
3.
y=|x+2|
y=1
i -6 -5 -4 1 2 X

Abb. L2: Illustration des Konvergenzradius
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 2

Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Potenzreihe in den
Randpunkten x =—3 und x=-1

o0 1 o0
x=-3 :P(x)= —
=) ngl n(x+2)" ngl

Diese alternierende harmonische Reihe konvergiert.

Der Randpunkt x =—3 gehort zum Konvergenzbereich der Reihe.

- 1 - 1
x=—1 :P(x)= — —
,1;1 n(x+2)n n§1 n

Wir haben schon gezeigt, dass die harmonische Reihe divergiert.
Der Randpunkt x =—1 gehort nicht zum Konvergenzbereich. Der
Konvergenzbereich der Reihe ist

x € (—o, =3]U (=1, +)
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 3

n+1
3 _ 3

= lim

n — o0

31’1

Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Potenzreihe
in den Randpunkten x =—3 und x = 3.

x =3 :P(x)zzgc—z — P(x)zZ—n=Zl"
n=0

Die Reihe divergiert im Punkt x = 3.

x =—3 :P(x)zz

0

xn € 3 n 0 ;
o - P(x)= ), (=3)7 _ > (=1
Die Reihe divergiert im Punkt x =-3.

Der Konvergenzbereich der Reihe ist x € (—3, 3)
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 4

o0 ’ 2 3
Px)=) *—=2+2 + %2 4+ | a =1
1 n-2" 2 8 24 oo on
a n+1
Fe fim |—2— | = fm |PFD 27 g o (1422
n— oo an+1 n— oo n2n n— oo n

Wir untersuchen das Konvergenzverhalten der Potenzreihe in den
Randpunkten x =-2 und x =2

o0 n o0

x=2 :P(x)= ) al - P(x)= ), 2" :Z%

n n

Die harmonische Reihe divergiert.

SR=R— NP S N= Z al — P(x) = Z (=2)" _ Z (=1)"

n n

Diese alternierende harmonische Potenzreihe konvergiert.

Die Reihe konvergiert im Intervall x € [—2, 2).
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Konvergenzradius einer Potenzreihe: Losung 5

| _a, . n PN 2+ 1)+ 1 P
r = lim = lim =
noow | 4,41 noow | 20 + 1 n—+1
2n+1
n n n— 2 + —
. n VU (2 + 3200 1 P!
= lim 7 T 1 : 1 = lim " —_— -
1 — o0 n n n— 0 2_|__ 1 + —
n n

2n—1
— lim (%) L92nHl _ i y=2ntl n2n4l_ 4

n— oo n — o

Man kann zeigen, dass die Randpunkte x =—4 und x =4 nicht zum Kon-
vergenzbereich gehoren. Die Potenzreihe konvergiert im Intervall

x € (—4, 4)
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