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Colin Maclaurin (1698-1746), schottischer Mathematiker, der
Erfinder der nach ithm benannten Maclaurinschen Reihe und
Mitentwickler der Euler-Maclaurin-Formel.
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Maclaurinsche Reihe

Annahme:

Eine in einer gewissen Umgebung von x = 0 beliebig oft differenzierbare
Funktion f(x) kann in eine Potenzreihe

o0

flx)= > a x"=a,+ a1x+a2x2—|— a3x3 —|—a4x4—|—...
n=0

entwickelt werden.

Wir werden zeigen, dass die Koeffizienten in der Potenzentwicklung ein-
deutig durch die Funktions- und Ableitungswerte

f0), f(0), sro), fr(0),

bestimmt sind.
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Maclaurinsche Reihe

Die ersten Ableitungen lauten:
f'(x)=a, +2a,x + 3a3x2 + 4az4x3 + ...
f''(x)=2a,+6a,x + 12a4x2 + ...

f'''(x)=6a;+ 24a,x + ...

An der Stelle x =0 gilt:

f(0)=a,=(0) a,, f'(0)=a,=(1!) a,

F0)=2a,=(2) a,, f'''(0)=6a, =(3) a,
0 IO r/ O rr/ O
aoz% al:flg) aZ:fzz() “3:f3!<)
£ (o) £ (0)
T T T
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Maclaurinsche Reihe

Entwicklung einer Funktion in eine Maclaurinsche Reihe:
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Maclaurinsche Reihe: Aufgaben 1-9

Entwickeln Sie die folgenden Funktionen in eine Maclau-
rinsche Reihe und berechnen Sie den Konvergenzradius

Aufgabe 1: f(x)=e

Aufgabe 2:  f(x) =e

Aufgabe 3: f(x) = cos x
Aufgabe 4: f(x) = sinx
Aufgabe 5: f(x)=¢e'?

Aufgabe 6: a) f(x)= coshx, b) f(x)= sinhx

Aufgabe 7: £ (x) = sin (x?)

Aufgabe 8: f(x) =

Aufgabe 9: f(x) = sin” x
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Maclaurinsche Reihe: Aufgaben 10-12

Aufgabe 10: (x) = cos” x

Aufgabe 11:  f(x) = x*¢”

Aufgabe 12: (x) = cosx — sin (2 x)
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Maclaurinsche Reihe: Losung 1

7o)+ 1! 2! 3!
x° X
=14+ x+ =+ =+ ...
2! 3!
x2 x3 00 xn
et =1+x + 2 + 2 + ... = Z X
2! 3! oo N
. = 1 . B 1 B 1
L n!’ e (n + 1) n! (n +1)
Konvergenzbereich:
: a : ' (n + 1 :
r = lim = lim |2 n >|= lim (n +1) = o
n—oow | 4,11 n— oo n! n— oo
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Maclaurinsche Reihe: Losung 1

n 2 3 4
X

_ox_ N ox" T
f(x)=e —}Z:O 3 =1 —|—x—|—2! +3! -|—4! + ...

m 2 3 4 n

n
pn(x)sz::O;—!ZI-l—x +;—!+§! +Z! +%
p(x)=zllﬂ=1—l-x p(x)zilﬂ:l-l—x-l—x—2
1 = m! ’ 2 =, m! 2!

: .Xm X2 x3 X4
p4(x)=m220?! =1 +x +50 + 55+

2 Xm .x2 x3 x4 XS
ps(x):mgoWZI tx+ At g

8 " 2 33 o 38
pg(X):m§0W:1 tx top bt o o

In folgenden Abbildungen werden diese Naherungsfunktionen graphisch
dargestellt.
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Maclaurinsche Reihe: Losung 1

]

_1-
Abb. LI1-1: Die Funktion f(x) =exp x und Ndherungspolynome 2, 4. und 5. Grades

2-1c Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Maclaurinsche Reihe: Losung 1

1 0 1 2 T -

ps(x)

-2

il
o

I~
|

wJ

_1-
Abb. L1-2: Die Funktion f(x) = exp x und Ndherungspolynome 3. und 4. Grades
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Maclaurinsche Reihe: Losung 1

Abb. L1-3: Die Funktion f(x) = exp x und Ndherungspolynome 5. und 6. Grades
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Maclaurinsche Reihe: Losung 1

-2

_:’E‘ £ £r
pS(m)_E_‘LE_}_B!_}_ 3.r+4.l+ 5!+ 6!+ 7,’+8.’

Abb. L1-4: Die Funktion f(x) = exp x und Ndherungspolynome 7. und 8. Grades
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Maclaurinsche Reihe: Losung 2

Ersetzen wir in der Reihenentwicklung von f(x) =exp (x) die Variable
x formal durch -x, so erhalten wir die Maclaurinsche Reihe von f(x)

= exp (—x)
X2 X3 o0 xn
X

e*=1+ x + — + — + = S
2! 3! E‘O n!

x2 x3 00 xn

—x n
e =1 - x + = - — = —1)" —
2! 3! nZ::()( ) n!

X
2 6 24 362880
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Maclaurinsche Reihe: Losung 2

i B

Abb. L2-1: Die Funktion f(x) = exp (- x) und Ndherungspolynome 5. und 9. Grades
2-2b Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Maclaurinsche Reihe: Losung 2

_1
Abb. L2-2: Die Funktion f(x) = exp (- x) und Ndherungspolynome 6. und 10. Grades
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Maclaurinsche Reihe: Losung 3

%) = 9% = f'(x)=-sinx, f90)=0
Ab der vierten Ableitung wiederholen sich die Ableitungswerte.

Die Maclaurinsche Reihe der Kosinusfunktion enthilt nur gerade
Potenzen.

2 4 6

X X X - 2n
cosx=1——+———+...=2(—1)”
n=0

(2n)

2! 4! 6!
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Maclaurinsche Reihe: Losung 3

a

x| < lim
n—oow | 4y

=7, falls a, #0, ist a

Um den Konvergenzradius zu berechnen, muss man mit einem mathe-
matischen “Trick” die Reithe mit Hilfe der Substitution 7 =x? in eine
neue Gestalt bringen.

x2 X4 )C6 0 x2n
cosx =1 — + — + .= (-1)
TR TIS — (2n)!
2 3 o n
t:xz 1_i_|_t__t__|_ :Z(_l)n l
TRV ~ 2n)

Die Reihe in der neuen Variablen ¢ enthilt alle Potenzen, ihr Konver-
genzradius kann berechnet werden:

o an o
r = lim = limm

(2n+2)
(2n)

= lim 2n+1)(2n+2) =

n — oo

Die Kosinusreihe konvergiert iiberall.
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Maclaurinsche Reihe: Losung 3

ET[;“E
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Maclaurinsche Reihe: Losung 3

-3

Abb. L3-2: Die Funktion f(x) = cosx und Ndherungspolynome 10. und 12. Grades

2 4 10
SRR A A
2 4 12
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Maclaurinsche Reihe: Losung 4

y = sin x

Die Maclaurinsche Reihe der Sinusfunktion erhalten wir durch
gliedweise Differentiation der Kosinusreihe:

cos'x = —sinx
: d d x? x4 x®
__a —_42 1 - + — + ... ] =
sin x ™ (cos x) o T 2 o
N 0 2+l
— =% =4 .. = —1)"
S YR TR T HZ::O< ) 2n+1)!

2-4a
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Maclaurinsche Reihe: Losung 4
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Maclaurinsche Reihe: Losung 5

flx)=1¢e'?
v v @) . i) (o) | (9)*  (ip)
e —’Z‘O =l i+ T S e e+
() | (o) | (o) | (ip) _
+ 6! + 7 + 2| + o1 + =
21 41 6! YT 51 7!

= coSP + I sin P
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Maclaurinsche Reihe: Losung 5

e'? =cosp + i sing
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Maclaurinsche Reihe: Losung 6

cosh(x)

- |

Abb. L6-1: Zur graphischen Darstellung der Funktion y = cosh x
1 _

coshxza(ex—l—e )
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Maclaurinsche Reihe: Losung 6

2 3 % n
X _ X X _ X
e —1+x—|—2!—|—3!—|—... Z iy
n=0
x2 x3 0 o
-x _ XX . 1\ A
e = =1 x-I—2! 3!+...—Z(1)n!
n=0
1 X X
a) coshxzz(e + e V)=
2 4 6 8 2n
x x
=1 + = 4+ — + — + = + + + .
2 T T e TR 2n)
. 1, » —x

b) smhxzz(e —e V)=

3 5 7 2n + 1

x X

—x + = 4+ = + = +
S YRR TR 7 (2n + 1)!
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Maclaurinsche Reihe: Losung 6

cosh(x)

_]__
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Maclaurinsche Reihe: Losung 7

4dn+2
X

2n + 2)!

sin(x2) = 3 (~1)" (
n=0

2-7 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Maclaurinsche Reihe: Losung &8
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Maclaurinsche Reihe: Losung 9

1_Moglichkeit:

f(x) =sin*x, £(0)=0

f7(x) = (sin®x)’ = 2sinxcosx =sin(2x), f'(0)=0
f'(x)=2cos(2x), f''(0)=2
f''(x)=—4sin(2x),  f'7'(0)=0

W) =-8cos(2x).,  fW(0)=-8=-2°

9% =16sin(2x),  £90)=0

O =32c0s(2%),  f190)=32=2°

3 5
.2 2 2 2 4, 2 6
smx—z—!x Z!x +ax+...
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Maclaurinsche Reihe: Losung 9

2 Moglichkeit:

sinx = = (1 — cos(2x))

1
2

2x)= 2 (=1)" =1- + - +o
c0s (2 x) n§0< " @2 2! 4! 6!

_@xF 2yt @2x)f SNy
1 —cos(2x) = 4 + o —...—nZ::O(—l) (2n+2)

sin2 X =

%(1 _ el ) =
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Maclaurinsche Reihe: Losung 9

f(x)
1 2 3 4 x !
=il
Pg
2|
-3
Abb. L8-1: Die Funktiony = f(x) und Ndiherungspolynom 8. Grades
1 2 3
Py = S DL IR
3 45 315
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Losung 9

Maclaurinsche Reihe:

f(x) und Ndiherungspolynome 10. und 18. Grades

Abb. L8-2: Die Funktion y
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Maclaurinsche Reihe: Losungen 10, 11

2 1 + cos(2x)

Losung 10:  cos“x = >
. 2 1 = n (2x)2n
=— |1+ Y (-1 =
Sm(x) 7 HZZZO( ) (2}1)'
IR
=1+ —1 X
o (Zn)'

o0
Losung 11:  x2¢* = Z *
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Maclaurinsche Reihe: Losung 12

f(x) =cosx — sin(2 x)

0 . x2n X2 X4 X6
— 1 S A
o EO = 2 20 T4 el
©o . x2n+1 x3 x5 X7
. » S S L
S ,ZO( A T T T T
. B 2x)  (2x)  (2x)
sin(2x) =(2x) — 3 + 5 + ...
2 4 6 8
. X X X X
cosx—s1n(2x)—1—2—!—|—4!—6!-|—8!-|—...—
(2x)  (2x) (2x)
B R A T A T TR
2 3 4 5 6 7 8
B x°  (2x) x (2x) X (2 x) X
-2t St T s T T Tw

2 3 3 4 5 5 6 7 7 8
gy L g fE & 2w I 2 E
21 3! 41 5! 6! 7! 8!
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Maclaurinsche Reihe: Losung 12

In folgenden Abbildungen werden die Funktion y = f(x) und der
Naherungspolynom n. Grades dargestellt

f(x) =cosx — sin(2 x)

x2 23 x3 x4 25 x5 x6 27 x7
Pr=l=2x =t =T 0~ s T e T

2 519 19 20
P20=1—2x—2—!+...+ 19' +2_0!
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Maclaurinsche Reihe: Losung 12

_A-
Abb. L12-1: Die Funktiony = f(x) und Ndherungspolynom 7. und 20. Grades
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Maclaurinsche Reihe: Losung 12

Abb. L12-3: Die Funktiony = f(x) und Ndherungspolynom [4. Grades
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