Kontinuierliche Fourier-Transformation

f(t) ist eine nichtperiodische Funktion. Um die Frequenzen in
einem beliebigen Zeitsignal zu bestimmen, interpretieren wir
die Funktion f(t) als periodische Funktion mit Periode T" — .

8 5. _5 Fourier-Reihe in komplexer Schreibweise:
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Setzt man die Koeftizienten ¢, in die Fourier-Reihe
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Kontinuierliche Fourier-Transformation

f(t)= % f F(w) e'“"dw | — Fourierintegral
Tt —00
. r iwt — Fouriertransformierte von f
b f Flw)= f S(t)e dt oder Spektralfunktion
e Die Fourier-Transformation ordnet jeder Zeitfunktion f(#) eine Frequenz-

funktion F(w) zu. Die Fourier-Transformation bildet den Zeitbereich auf

den Spektralbereich (Frequenzbereich), indem sie der Zeitfunktion f(t) die
Spektralfunktion F(w) zuweist.

Satz: Fourier-Transformation

Sei f: IR — R stiickweise stetig differenzierbar und f | f(2)] dt < oo

—00

dann existiert fiir jedes w € R die Fouriertransformierte von f(t).

! ML_; | Um prizise anzugeben, zu welcher Zeitfunktion F(w) gehort, verwendet

auch die Notation
3 () |(w) = F(w)
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Korifinuierliche Fourier-Transformation: Aufgaben , 2

_ (1) Aufgabe 1:

1 Berechnen Sie die Fourilertransformierte fiir
den Rechteckimpuls.

3 f(t)z{l 1t <T

0 |t|>T
Aufgabe 2:
. Berechnen Sie die Fouriertransfor-
mierte fiir die Exponentialfunktion
g o 0 <0
fl)=e™0()=19
D t e t,u>0,
0 <0
Sprungfunktion (Heavisidefunktion) O(t) = L >0
>
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Lc’isuﬁg 1:/ Fouriertransformierte des Rechteckintpulses

/ (Z) Berechnen Sie die Fourlertranstormierte fiir
1 den Rechteckimpuls.
| | 1 |t]|<T
; ; f(t)=
’ i tl 0 | t | > T
-T T
o0 T T —iwt |7
S[f(O)(w)=F(w)= [ flt)e™ dt=[1-e"dt= | “‘”dt—[ , ] =
— o -T -T —10 -T
1 er  ociery_ 2 %= 2 B sin(w T)
= (e )_w T —wsm(wT)—ZT -
sinx =—— | —e™™*
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Losting 1:/ Fouriertransformierte des Rechteckintpulses

f)

| 1 |t|<T
T : f(t)=
I | 0 |f|>T
1 g
T T

2T
F(w)
Flw)=2T sin(w T)
wT
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Lc’isuﬁg 2:/ Fouriertransformierte der Exponentialfunktioﬁ""*--...__

0.5

T T T T T
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«© © —(x+iw)t [=o
—lw - —iw - N0y e
Flw)= e tdt=f e e dt=] e dt=- , =
(@)= ] £ J J —
—(x+iw)t 1 1 . .
=—lim S e = 0 = 2 =S
fow XFIW &+ iw o+ iw (x+iw)(x—iw) o+ w o’ + w
Flw) = 1 An diesem Beispiel erkennt man, dass die Fouriertrans-
x+iw formierte einer Zeittunktion im Allgemeinen komplex 1ist.
X +w X +w
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Lc’isuﬁg 2:/ Fouriertransformierte der Exponentialfunktioﬁ""*--...__

Den Graphen komplexwertiger Funktion kann man nicht direkt zeichnen, sondern
man muss entweder Real- und Imagindrteil getrennt darstellen oder man zerlegt
die komplexe Funktion in Betrag und Phase

_ ImF (w)

F(w) = | F(w)] e | F(w)|=VF () F () tan(p(w)_ReF(w)

Man spricht analog der Bezeichnung bei den Fourier-Rethen auch von Amplituden-
und Phasenspektrum.

@ (w) = —arctan — F(w)|= ———=
X i X +w
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Kontinuierliche Fourier-Transformation

)i Bemerkungen:

o ¢ Die Fouriertransformierte ist auch fiir komplexwertige Funktionen
/ | f(Z)=f1(1)+if2(t)

N, definiert. F(w) ist im Allgemeinen immer eine komplexwertige
(( J | Funktion.
) “I » \ L

¢ Ist f eine reellwertige Funktion (ein reelles Signal), dann ldsst sich

iy g die Fouriertransformierte mit der Eulerschen Beziehung
!_,‘ (e Ry —iw L.
Pl I it e '“"'=cos(wt)—isin(wt)
4 ) JI .:_ }'. o \ ’
SN 2 NN L auch schreiben als
' I, (r ,. .
V ok ;|,' f,:'. T —iwt h o g
i "'H N F(w)zf f(t)e dtzf f(t)cos(w t) —isin(w t)| dt =
AN | - o
§ AT " .
Wt i B () . .
(e = [ f)cos(wt)di—i [ f(t)sin(w 1) dt
8 ' | — o0 —o0
(f ! I !l! | \
Iy it o .’l | Man spricht von der Kosinus- und Sinustransformierten.

\
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Gerade und ungerade Funktionen

AN D L SN N
%\_\\ \_\\ x\\ \\

« f(=1)

F(w)

« f(=1)

F(w)

0

:ff(t)cos(wt)dt—i_f £(t) sin(w 1) dt

—00

= f(t) — f ist eine gerade Funktion

o0

=2 [ f(2) cos(w t) dt

0

= —f(t) — f 1st eine ungerade Funktion

:—Zin(t)sin(wt) dt
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Aufgabe 4:

Gerade und ungerade Funktionen: Aufgaben-3,4

Aufgabe 3: Die Fouriertransformierte von f ist zu berechnen.

fO)=e" (a>0), f(=t)=[f(2)

Die Fouriertransformierte von f ist zu berechnen.

f()=e"sgn(t) (a>0)

fl=t)==f(1)
1 |t|>T Tl
sgn(t) = 0 |t|=T
—1 t| < T
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" Gerade und ungerade Funktionen: LOsung.3

% 0 Die Betrage konnen weggelassen
F(w) =2 f f(t)cos(wt)dt =2 f e “'cos(wt)dt werden, da nur tiber positive ¢ in-
v L tegriert wird.

e'“ =cos(wt)+isin(wt) = cos(wt)=Re(e'")

(—x+iw)t

F(w)=2Re [ e e dt=2Re [ " dt=2Re | £— ] = 2Re L =
0 0 —X+1w |y X—1Ww
[0 I W 2
= 2Re -+ e
o+ w ot o’ + w’
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Gerade und ungerade Funktionen: Liosung-4

F(w :—21ff ) sin ( :—sze“s1nwtdt:

Twt

' = cos(wt) +isin(wt) = sin(wt)=Im(e'")

1w

_|_

:—2ilmfe_“teiwtdt:—2ilm — —
0 X +w X +w

—21w , i F(w)= 2w

Flw)=
o+ w’ o+ w’

i F(w) (x=0.4)

0.5
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