Bestimmung der Fourierkoeffizienten

2T

21 21
1. f cos(nx)dx 2. f sin(nx)dx 3. f cos(n x) - cos(mx) dx
0 0 0
21 2T
4, f sin(nx) - cos(mx) dx 5. f sin (n x) - sin (m x) dx
0

0

sin « sin B :% [cos(a—B) — cos(x + [3”

cos cosf3 = 1 |cos(x—B) + cos(x + B)]|

sinx cos B = [Sin(tx—ﬁ) + sin (e + B”

[\)lb—* )

d

cos’(ax) dx = X

© 2
%

2
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Bestimmung der Fourierkoeffizienten

0

21

3. f cos(n x) cos(mx) dx = %f cos ( x) + cos((n+m)x)|dx =
0 0

sin((n—m) x)

2(n—m) 2(n+m)

2T 2T

f cos(nx) cos(mx) dx = f cos’(nx) dx =

0 0
[x  sin2nx) |7 B
=5 + P o= ™ (n=m)
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Bestimmung der Fourierkoeffizienten

21 21

4. f sin(nx)- cos(mx) %f sin ( x)+sin((n+m)x)|dx=0
0 0
2T 1 2T

5. f sin (n x) - sin (m x) 25 f cos | x)— cos((n+m)x)| dx =
0 0

sin((n—m)x)  sin((n+m)x)

2(n—m) 2(n+m) |,
21 21
f sin(nx) sin(mx) dx = f sin’(nx) dx =
0 0
_|x  sin(2nx) o B
=5 o O =1 (n=m)
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Zusamimenstellung von elementaren Sinus- und Kosinusintegealen

21

1. f cos(nx)dx =0

0

21

2. fsin(nx) dc =0

0

21

3. f cos(nx) cos(mx)dx = 1wé
0

mn

21T

4. f sin(nx) - cos(mx) dx =0 Leopold Kronecker (1823-1891)
0 deutscher Mathematiker
21T

5. f sin(nx)-sin(mx)dx = w6

0

mn

KRronecker-Symbol: Orthonormalitit:
1, m=n L.
6 p— em ) en — 6mn
" 0, m#n
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Bestimmung des Fourierkoeffizienten @,

Fourier-Reihe von f (x)

_0 o0
AP

-cos(nx)+ b, sin(n x)}

Wir integrieren die Fourier-Reihe gliedweise im Periodenintervall (0, 27):

21 o0 21 2T
ff(x)dxz%-fdx—l—z an-fcos(nx)dx—l—bn-fsin(nx)dx
0 n=1 0 0

0

= qa,T

Wie wir gerade gezeigt haben:

2T 21 21
f dx =2, fcos(nx)deO, fsin(nx)dXZO
0 0 0
1 2T
aO—F-{ f(x) dx
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-cos(nx)+ b, - sin(n x)}

__ooo
x—2 > |a

n=1

Wir multiplizieren die Fourier-Reihe zunédchst mit cos (mx) und integrie-
ren anschliefend wiederum {iber das Periodenintervall (0, 27):

21 2 1=0

f f(x) cos(mx) dxz%-fcos(mx) dx +

0 0
o 21
Z f cos(nx) cos(mx) dc + b, f sin(nx) cos(mx) dx
n=1 0 0

m # n: die andere zwel Integrale = 0

= m:
27T

n
ff(x) cos(mx)dx=a, - f cos’(mx) dx = a T

m
0

21

a =—-f f(x)-cos(nx) dx

0
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- Fourier-Reihe einer periodischen Funktion

Eine periodische Funktion f(x) mit der Periode T =2 ldsst sich unter
bestimmten Voraussetzungen in eine unendliche trigonometrische Reihe
der Form

__ooo
_22

n:

-cos(nx)+ b, -sin(n x)}

entwickelt (sog. Fourier-Rethe von f(x)). Die Berechnung der Fourier-

koeffizienten a,, a,,a,,..., by, b,,b;,... erfolgt dabei aus den Integral-
formeln
1 21
— . d
ay = — f f (x) dx
1 21
a,=— f f(x)-cos(nx) dx

0 (n € IN)

2T

: f f(x)-sin(nx) dx

0
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- Fourier-Reihe einer periodischen Funktion

= ¢ Symmetriebetrachtungen:

— Die Fourier-Rethe einer geraden Funktion f(x) enthidlt nur gerade Reihen-
g glieder, d.h. neben dem konstanten Glied nur Kosinusglieder (b, = 0)

flx}

S Flex)=fx), Sl =2 i - cos

Die Fourier-Reihe einer ungeraden Funktion f(x) enthédlt nur ungerade

Reihenglieder, d.h. Sinusglieder (a,=0)

fl=x)=—-f(x), i - sin (

¢  Durch Abbruch der Fourier-Reihe nach endlich vielen Gliedern erhilt man
eine Niherungsfunktion fiir f(x) in Form einer trigonometrischen Reihe.
Ahnlich wie bei den Potenzreihen gilt auch hier: Je mehr Glieder bertick-

et
¥ sichtigt werden, um so “besser” ist die Ndherung.
"
\
= ¢ Die Fourier-Reihe ist keineswegs auf periodische Funktionen mit der Periode
o 21 beschrédnkt. Sie ldsst sich auch auf periodische Funktionen mit beliebiger
—— Periode ausdehnen.
2§
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Fourier-Reihe einer periodischen Funktion: Aufgabe."‘l'--...__

A LIPBN R R R

N\

LI\

Entwickeln Sie die in Bild dargestellte Rechteckskurve mit der Funktionsgleichung

1 O0<x<Tr
fx)= fl=x)==f(x)
—1 mw<x<2m
und der Periode T = 21 1n eine Fourier-Reihe:
Yy
_; | i
| 1 | | |
| | | I
| I [ I
! ! i ! i X
I—1T 0] I TZ'IT I3
! i i :
| 1 | |
: 1 | i I
. 1
f sin(ax) dx =— — cos(a x)
a
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Foritier-Reihe einer periodischen Funktion: Losung 1

Y 1 O0<x<Tr

1 ! ' ! f(x) —
| | | —1 mT<x<2m
| I |
| I |
$ & I B Da f(x) eine ungerade Funktion ist,
a 27T :3 m X reduziert sich ihre Entwicklung auf
i T :

-1 I ] ] Z b, - sin (

Die Berechnung der Fourierkoeftfizienten b» geschieht nach der Formel

21 e 21

_1 f - sin ( )a’x:l f 1-sin(nx) dx+f (—=1)-sin(nx) dx|=

T us n

1 T 21T 1 )

1 _ 4 - . 7T+ T —

= { (nx) dx { sin(nx) dx - ([ cos(nx)y + | cos(nx)|

L 'cos(2mn) — 2cos(mrn)+ cos0

nTt
cos(mn) =1 n — gerade n

cos(2mn)=cos0 =1 () = cos(mrn)=(—1)
cos(rrn)=—1 n — ungerade

Die Fourierkoettizienten verschwinden fiir gerades n, d.h. fiir n=2k
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Foritier-Reihe einer periodischen Funktion: Losung 1

1
by = 21”_([1"‘1_2} 0 n=2k — gerade
1 4
b = I1+1+2]= =2k-1 —
2k-1 (2k—1)1‘r[ | 2k—1)7 n=2k-1 — ungerade

Die Fourier-Reihe der Rechteckskurve besitzt damit die Gestalt

o0

o0
:Z b, - sin(n
n=1

sin((2k—1)x —%i in((2k—1)x)

= (2k-— 1 =1 2k 1

_ 2 sin x + 1 sin(3x) + 1 sin(5 x) + 1 sin (7 x) +
T 3 5 7

Durch Abbruch dieser Rethe nach dem 1., 2. bzw. 3. Glied erhalten wir die folgen-
den Nédherungsfunktionen:

4
1. Ndherung: /1 (x) = - sin X
) 4 | 1 .
2. Niherung: fo(x) = — | sinx + = sin (3 x)
) 4 [ 1 1.
3. Nidherung: fs(x) = — | sinx + 3 sin(3x) + = sin (5 x)
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Fotirier-Reihe einer periodischen Funktion: Losung 1

f(x) o sin x + 1 sin (3 x) +l sin(5x) + 1 sin (7 x) +. ..
T 3 5 7

AN ™ 5 sin (7 x)
AN S oo sin(5x)

/\/\/\/\/\/\/ G
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Losung 1: Niherungskurven

1 f""""\l e S
J 0 2m ‘
I
1
\""'--—--"""’ u
&)
. 4 | . 1 .
2. Niherung: fo(x)=—|sinx + = sin (3 x)
= T
2

1 P i P i, : : p P i, :

| | |
J 0 2n m /

1 | |
-1l | T 1 L e

o — s o — o

_2_
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Losung 1: Niherungskurven

3. Ndherung: 5

f5(x) :% sin x + % sin(3x) + 1 sin (5 x)

4. Ndherung: 5. Nédherung:

fslx)=

sinx + ...+ é sin (9 x)

~NITN
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Je mehr Glieder beriicksichtigt werden, um so “besser“.ist die Zt]"‘a‘hemng.

)| 8 Niherung

sin x + % sin(3x) + ...+ % sin (15 x)

falx) ==

13. Ndherung

% sin x + L sin(3x)+ ...+ L sin (25 x)

f13(x) = 3 5




