


Integrierbarkeit von Funktionen

Folgende Griinde konnen die Integrierbarkeit verhindern:

e Die Funktion f(x) ist im endlichen Integrationsintervall [a, b] nicht
beschrankt, d.h. sie hat dort mindestens eine Unendlichkeitsstelle.

e Das Integrationsintervall ist unendlich, z.B. f f(x) dx
a

Wie konnen wir solche Unendlichkeiten behandeln?
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Uneigentliche Integrale

Falls das Integrationsintervall unendlich ist, berechnet man das
Integral durch zuséitzlichen Grenziibergang

A
[ F(x)dx = tlim [ f(x) dx

A — o a

Der Grenzwert ist vorhanden — konvergentes uneigentliches Integral

Der Grenzwert ist nicht vorhanden — divergentes uneigentliches Integral

Integraltypen:

T f(x) dx, _J;O f(x) dx, _ijo f(x) dx
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Abb. 1: Zur Berechnung der Arbeit im Gravitationsfeld der Erde

Eine Masse m wird im Gravitationsfeld der Erde aus der Entfernung R ins Unendliche
gebracht. Wir bestimmen die Arbeit W, die man bendtigt, um eine Masse m 1m Gra-
vitationsfeld der Erde unendlich weit weg zu bringen.
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Zur Berechnung des Arbeitsintegrals: Beispiel 1

Gravitationskraft:

G — Gravitationskonstante, M — Erdmasse, r» — Abstand der Masse
m von dem Erdzentrum

Die Berechnung der Arbeit, die verrichtet wird, um die Masse m von R
bis ins Unendliche zu bringen, fiihrt zu dem uneigentlichen Integral:

W=fF€xtdr=fGM2m drzGMmfd—;
R R r R T
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Zur Berechnung des Arbeitsintegrals

Abb. 1-2: Graphische Darstellung der Funktion f(x) = 1/x?
2-3 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Uneigentliche Integrale: Beispiel 1

1 0
de _ [de s
XZ { X2 i l{. XZ

S =8

£lx) =+,
X

e Die Funktion f(x) ist im endlichen Integrationsintervall [0, 1]
nicht beschrinkt, sie hat dort eine Unendlichkeitsstelle.

e Das Integrationsintervall [1, o] ist unendlich

Um das uneigentliche Integral f d—; zu bestimmen, berechnen
X
L2 ]
wir zuerst ein bestimmtes Integral f —;C und danach bilden wir
1 X
den Grenzwert A — o0 :
A A
L d—;‘ - 1) =14
1 X X |1
A
2. lim J‘Q = lim (——+1 =
2
Ao 1 X A — ©
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Uneigentliche Integrale: Beispiel 1

Dieses uneigentliche Integral konvergiert gegen 1:

OOa’x
J==1
1 X
10 10
A =10 :fd—;= R Y
100 100
d x 1 1
A =100 : — = |- — = ——4+1 = 099
{xz X 100
1000 1000
d x 1 1
A = 1000 : — = |— — = — — 4+ 1 = 0.999
J; x2 X |1 1000
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Uneigentliche Integrale: Beispiel 1

-1

Abb. Bl: Zur Berechnung des uneigentlichen Integrals der Funktion f(x) = 1/x? im Intervall [1, ©]: die Funk-
tion f (x) = 1/x? im Definitionsbereich (0, ©) und die Fldiche unter der Kurve im Bereich [1, o)

Die Fliche unter dem Graphen der Funktion f(x) = I/x? von 1 bis ins Unendliche hat
den Flacheninhalt 1:

o0 A
d x : d x : : |
f—zz hmf—zz Ilm (——| = Im |[——+1
1 X Ao | X A—> o X ] N s A
2-6 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya

1 A

=1




Uneigentliche Integrale: Beispiel 1

http://www.youtube.com/watch?v=FRCQ2Cu3bSE

A
W:GMmlimfd—;:GMmlim

?\—>ooR v A — oo

A 1 1
—GMmlim |— - —|=G —=
R m?\l—l?lw[R ?\] ¢

W =aG
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Uneigentliche Integrale: Aufgaben I1-3

Berechnen Sie folgende Integrale

Aufgabe 1. [ = ! ﬁ I, = { G

Aufgabe 2: [azfd—;c, Ibzfd—jf
1 X 1

Aufgabe 3: [ = f By (p>1)
1 ox?

Die Integrale sind uneigentlich an der oberen Grenze.
Die Bestimmung der Werte erfolgt nach der Formel

A
ff(x)dx = lim ff(x)dx

A — o0 a
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Uneigentliche Integrale: Losung la

y
2]
f(x)
l-
1
1
1
1
1
:
0 e e e e
1 0 1 2 | 4 5 6 Fi X
51 |

Abb. 2-1a: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = I/Nx im Intervall [1, )

0 A
o= [ = i [ =2 i =2 im ()=

Der Grenzwert existiert nicht, da VA (A — o) beliebig grof wird.

Dieses uneigentliche Integral ist divergent.
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Uneigentliche Integrale: Losung 1b

O o o -

Abb. 2-1b: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = 1/x im Intervall [1, o)
T d T d
X . X . A .
Ib:f—zhm f—zhm [lnx]lzhm[ln?\—lnl]:oo
1 X A—oo ] X A— A >

Der Grenzwert existiert nicht, da /m A (A — oo) beliebig grofl wird.

Dieses uneigentliche Integral ist divergent.
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Uneigentliche Integrale: Losung 2a

Abb. 2-2a: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = I/x° im Intervall [1, o)

T d ) 1 s
I, =] =1lm [x7dx = lim [——x‘z —
2
1 X Ao ] A— o 1
- iim [+ - L)=L1_9=-1
A — 2 2?\2 2 2

Dieses uneigentliche Integral ist konvergent.
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Uneigentliche Integrale: Losung 2

-1

Abb. 2-2b: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = 1/x" im Intervall [1, o)

T d ) 1 \
I, =] = = 1lim [x*dx = lim [—§x3 =
1 X A—> o ] A — 1
i (L L L1_,y_ 1
A — o0 3 3?\3 3 3

Dieses uneigentliche Integral ist konvergent.
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Uneigentliche Integrale: Losung 3

T d
Zusammenfassung: Das Integral [ = | —;f
1 X

divergiert, falls p </ und konvergiert, falls p > I
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Uneigentliche Integrale: Aufgaben 4-7

Berechnen Sie folgende Integrale

Aufgabe 4: Iazfexdx
0

Aufgabe 5: I =

~
Il

Aufgabe 6:

Aufgabe 7: I = f ax
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Uneigentliche Integrale: Losung 4a

Abb. L4: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = exp(x) im Intervall [0, ©)

o0 A
I = [efdx=1lim [edx = lim [e]g=lim [ —1]=0
0 Ao A—> ® A — o0

Dieses uneigentliche Integral ist divergent.
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Uneigentliche Integrale: Losung 4b

A
!)'e—kxdx _ _%(e—kx)(?)‘ ——%(e_k?\—l)

A | 1 1

?}leiloﬁekxdx——z?\linoo(e“ 1)——;(0—1):Z
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Uneigentliche Integrale: Losung 4

Falls man versteht, wie man Unendlichkeit in den Integrations-
grenzen behandelt, kann man die Schreibweise vereinfachen

—k © 1 —k 1
o = k =3

Ibzfe_kxdx=— (e
0

1
k
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Uneigentliche Integrale: Losung 5

Abb. L5: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y =x im Intervall [0, o)

I = {&dxz{xl/zdxz[%x3/2] = ©

Dieses uneigentliche Integral ist divergent.

4-2 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Uneigentliche Integrale: Losung 6

_2_

Abb. L6: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = cos (x)

0 0]

I = fcosx dx = [sinx}o
0

Der Grenzwert existiert nicht. Die Sinusfunktion oszilliert fiir sehr grof3e
Argumente und ndhert sich keinem festen Wert. Deswegen existiert auch
das uneigentliche Integral nicht.
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Uneigentliche Integrale: Losung 7

f(x)

fo B N B B B NN N

___.-""""
_____________________________________________________________ I:::I o S SESS 1
5 -4 3 2 1 0 1 2 X

<1 |
Abb. L7: Zur Berechnung des Integrals der Funktion y = f(x)
1 J 1 1
X — —
P [ 4~ [ ex P ax =(a-x ]l
“o \(2—x)3 — oo
: 1
=2 lm |1 - =2
X—>—®© V2 — X
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