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Integrationsregeln

Faktorregel:

b

b
fC-f(x) dx=C-_ff(x) dx

a

Summenregel:

b b
f(fl(x)—l—... + f (x)) dx =ff1(x) dx + ... +ffn(x)a’x

a

Vertauschungsregel:

ff(x)dx=—ff(x)dx
b

a

ff(x)dsz
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Abb. 1: Intervallzerlegung

Zerlegung des Integrationsintervalls in zwei Teilintervalle:

)

f
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on durch Substitution

Integrationsmethoden
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Die Integration durch Substitution: Beispiel I

Manche Integrale, die nicht zu Grundintegralen gehoren, lassen sich
durch eine geeignete Substitution in Grundintegralen iiberfiihren

f x - cos(x?) dx

Substitution: u= x>

Das “alte” Differential dx 1st durch das ‘“neue” Differential du auszudricken.

u=x> = d—u=2x = dxzﬂ = xdledu
d x 2 x 2

fx-cos(x2)dx=%fcosu du=%sinu+C=%sin(x2)+C

f x-cos(x?) dx = % sin (x%) + C

Ziel der Substitution ist es, den zu integrierenden Ausdruck zu verein-
fachen: Der Integrand wird durch eine neue Variable ausgedriickt und
umgeformt.
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Die Integration durch Substitution

Das Integral eines Produktes ldsst sich immer dann berechnen, wenn ein Fak-
tor /(g (x)) eine Funktion einer inneren Funktion und der andere Faktor die
Ableitung g'(x) der inneren Funktion ist, sofern fiir die Funktion f unter Be-
achtung der Substitution u = g (x) das Integral gelost werden kann.
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Die Integration durch Substitution

Der Erfolg einer solchen Substitution ist abhidngig von der richtigen Wahl
der Substitution u = g (x). Dies setzt gewisse Erfahrungen voraus, die sich
nur durch griindliches Uben erwerben lassen. Vor der Festlegung der Sub-
stitution verschaffe man ich immer erst Klarheit iiber die Struktur des In-
tegranden und beriicksichtige auch den Einflul des Differentials dx .
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Die Integration durch Substitution: Beispiel 2,3

.. . 2 .
Beispiel 2: fsmx cos“x d x, U =cosx, u'=-—sinx

U = COSXx = ﬂ=—sinx © sinxdx=—du
d x
u 1
fsinxcoszxdx:—fuza’u:—?—l—C:—gcos3x+C
.. . .X'dx 2 '
Beispiel 3: f , u=1—-—x", u'=-2x
1 — x?

X dx 1 du _ 2
fﬁl_x =5 = = Vu+Cc=-V1-x*+C
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Die Integration durch Substitution: Beispiel 4,5

Beispiel 40 [ V4 +5xdx, wu=4+5x, u'=5
u=4+5x = ﬂ=5 & dx=ldu
d x
f\/4+5xdx=fu1/2%—%Iu1/2du=—(4+5x)3/2+C
2
Beispiel 5. | 0x d x u=1-4x>, u' =-12x"
(1 —4x°)
w=1-4x = 4% _ 2 o gx=- d”2
d x 12 x
f 6 x° dx = — 6x° du :_lfd_“:
(1 — 4x3)° w12 x? 2 u’
=—lfu_3du=lu_2+C= 1 > +C
2 4 4(1 —4x°)
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Die Integration durch Substitution: Aufgabe I

Il=f 22x—3 dx, u=x2—3x+12
x“—3x + 12
3x2—5 3

Izzf - dx, u=x —5x—6
x> —5x—6
dx

13— Inx’ u=Inx

Iy = %’ u=x*
cos” (x7)
x d x u=14+x

4-1
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Die Integration durch Substitution: Losung 1

= [ 22”‘3 dx=[ 2% cilu|+C=M|s2=3x+12|+C
x°—3x+ 12 &

_ 3x2—5 _ du _ . 3
I, = dx=| —=In|u|+C=h|x"-5x—-6|+C
S _5x -6 u
X X

L= (% h|u|+C=In|lx|+C

xInx u

I—I%=l d; =ltanu+C=ltanx2+C
cos” (x°) 2 7 cos"u 2

(u—l)du:f(ul/z_u—llz)du:§\/;(u_3)_|_cz

]Szf\/1+x f \/;
Vi+x(x—=2)+C

W [ N
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Die Integration durch Substitution: Aufgabe 2

I, = :(Zx — 7Y dx
I, = :(12 — 2x)dx

I, = :x (2 x* + 11)dx

I, = :xz (7 — 3x7)°dx

Iszf\/3x — 8 dx

I, = [V2x + 57 dx

1 =:x\/2x2—3 d x

L= [(2x=1)V9x>—9x —4 dx
I,=] (5x—12)"dx
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Die Integration durch Substitution: Losung 2
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Die Integration durch Substitution: Losung 2

=[x (2x+ HPdy = — 2x2+ 1P +C, u=2x>+11
3 12

I4=fx2(7—3x3)5dx=—5i4(7—3x3)6+C, u=7-3x>

3x — 8P+ C =

(3x—8) V3x -8 +C, u=3x-—238

15:f\/3x—8dx=

O O

%(2x+5)5/3—|—C=

I, = [V2x + 57 dx

=i(2x—|—5)%/(2x—|—5)2—|—C, u=2x+5

10

17:fx‘\/2x2—3 dx =

é(2x2—3)3/2—|—C, u=2x>—-3

Ing(Zx—1)\/9x2—9x—4dx:22—7(9x2—9x—4)3/2—|—C

u=9x"—9x — 4



Die Integration durch Substitution: Losung 2
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Die Integration durch Substitution: Aufgabe 3

Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale
]1a:fcos(3x)dx, Ilb:fcos(ax)dx
]2a:fcos(3x—2)dx, IZb:fxcos(3x2—2)dx

]3a:fcos2x dx, ]3b:fsin2x dx

COS X sin x
] = dx, ] — d.x
4a f 1 + 2sin x 4b 'f 1 + 3cosx

cos (3 x) sin (4 x)
I. = dx, I., = d
I “r 5 — 6sin(3x) * S0 f 11 + 2cos(4x) *

16a=fsin3xcosx dx, I6b=fcos4xsinx d x
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Die Integration durch Substitution: Losung 3

I, = [ cos(3x) dx =5 sin(3x) + C

I, = f cos(ax)dx= é sin(ax) + C

Iza:: cos(3x—2)dx:%sin(3x—2)+C

P 2 1 . 2
I,, =) xcos(3x —2)dx:gs1n(3x - 2)+C

u=3x>—2, xdx=—%

6
I3a=fcoszxdxzéf(cos(2x)+1)dx=%fdx+%fcos(2x)dx=
:lfdx-l-lfcosudu:ﬁ-l-sm(zx)+C (v =2x)
2 4 2 4

]3b:f sin? x dxz%f(1—cos(2x))dxz%fdx—%fcos(bc)dx:
_x sin(2x) __x 1.
=5 A —|—C——2 281r1xcosx+C
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Die Integration durch Substitution: Losung 3

COS X 1 du 1 1 :
I, = dx == | —=—=1 +C=—=1In|1+2 + C
se=) Toemz 47 =3 ) 5 =7 lsl o Inl sin x |
u=1++ 2sinx, cosxdx:%
I4b=f S dx=—l1n|1+3cosx|+C
1 +3cosx 3
I =f cos(?x) dx=—L1n|5—6sin(3x)|—|—C
2k 5 — 6sin(3 x) 18
: du

u=25— 6sin(3x), cos(3x)a’x:—1—8
I, =] Sin(4%) =~ X114+ 2cos(dx) |+ C
5 11 + 2cos(4x) 8

Yx+C

) 1 .
]6 :fsm?’xcosxdx:—sm
a 4

. 1
I6b: f cos* xsinx dx = — gcos5x+ C
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Die Integration durch Substitution: Aufgabe 4

Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale

]lazfe3xdx, Ilbzfe3x_4dx

_ 2 x? _f 3 5x*—1
IZa—fxe dx, [2b_ x e dx
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Die Integration durch Substitution: Losung 4
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Die Integration durch Substitution: Losung 4
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