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Produktintegration
) f x-cosxdx

Wie kann man ein solches Integral bestimmen?

Wihrend eine Summe integrierbarer Funktionen leicht zu integ-

rieren 1st (Summenregel), gibt es keine einfache Regel fiir die

Integration von Produkten von Funktionen. Nur in speziellen

Féllen gelingt die Integration durch eine geeignete Substitution.

Wir haben zwar eine Regel fiir die Differentiation von Produk-

ten, aber daraus folgt keine Regel fiir die Integration beliebiger
Produkte. Und dennoch ergibt sich aus der Produktregel der Dif-
ferentiation ein sehr niitzliches Integrationsverfahren.
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Partielle Integration oder Produktintegration

/
(W) = uly +uy!

Ul\jI = (UUJ)I _..U"fv .
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Partielle Integration oder Produktintegration

fuv’dxzuv—fu’vdx

Ausgangsintegral Hilfsintegral

Unter welchen Voraussetzungen verwendet man diese Formel?

Fiir eine geeignete, richtige Zerlegung des Integranden in zwei
Faktorfunktionen ist Folgendes wichtig:

e die Stammfunktion v (x) zur Faktorfunktion v’ (x) muss prob-
lemlos bestimmt werden konnen;

e das Hilfsintegral muss elementar losbar sein.
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Partielle Integration: Beispiel

fuv’dx:uv—fu’vdx

.[x-exa’x = uv' =x-e
Zerlegung 1: u=x, v' =e¢e"
Zerlegung 2: u==¢e", v' =x

Wir bestimmen das Integral fiir beide Zerlegungen.
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Partielle Integration: Beispiel

v/ =e", v=fv’dx:fexdx=ex

fx-exdxzx'ex—f1~exdxzx-ex—eerC:(x—1)~ex+C

u=¢e*, u'=¢e"
2
v =x, v:fv’dx:fxdx:7
fx et dx=¢e" x—z—fex X_de:x_2 ex—lfx2 e’ dx
2 2 2
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Ausgangsintegral

fexdx

Hilfsintegral 1 Hilfsintegral 2

Abb. 1: Partielle Integration — Vergleich von zwei unterschiedlichen Zerlegungen

Nur die erste Zerlegung fiihrt zu einer einfachen Losung.
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Partielle Integration: Aufgaben [-3

Berechnen Sie folgende Integrale:

Aufgabe 1: 11 — flnx d x
Aufgabe 2: I, = f(ln x)? dx
Aufgabe 3: I, = fexsinx d x
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Partielle Integration: Losungen I, 2

Losung 1: I1 :flnx d x
u-v =Inx: wu=lx, u’zl, v =1, v:fldx:x
X

flnxdx=lnx'x—fdx=x(lnx—1)+C

Losung 2: I, = f(ln x)? dx
u-v'=(lnx)?: u=(nx)?, u':g-lnx, v'=1 v=x

f(lnx)z dx=x-(lnx) —2f1nxdx = x - (In x)* — 21, =

=x-(Inx?*—=2x(lnx—-1)+C
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Partielle Integration: Losung 3

]3:fex sin x d x
u=sinx, v'=¢"
u'=cosx, v=e

fex-sinxdx = ¢" sin x —fex-cosxdx + C

— War die partielle Integration sinnvoll?

— Ja, wenn man das entstehende Integral nochmals

partiell integriert:

u=cosx, v'=e¢g"

/

u'=—sinx, v X

fex-sinxa’x =

fex .sinxdx =

1
2

|
Q

e’ sin x — (ex cos x + f e” sin x a’x)+C =

e’ (sinx — cosx)+ C

e’ (sinx — cosx) — f e* sinx dx + C
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Partielle Integration: Aufgabe 4

Berechnen Sie folgende Integrale:

d

[120 x-sin x dx

]2=:xlnxdx

I3= °ln_xdx
N X

fx-cos(2x)dx

N~
N
Il

]5=fx2-exdx

]6 = fxz-cosxdx
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Partielle Integration: Losung 4-1

I, = fx-sinxdx Zerlegung: u=x, v' =sinx
Resultat: I, =—xcosx +sinx + C
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Partielle Integration: Losung 4-2
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Partielle Integration: Losung 4-3

Zerlegung:
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Partielle Integration: Losung 4-4
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Partielle Integration: Losung 4-5
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Partielle Integration: Losung 4-6
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