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Trennung der Variablen

Die Differenzialgleichung 1. Ordnung mit getrennten Variablen hat
die Gestalt

f(y)dy = g(x)dx

Satz:

Sei f(y) im Intervall / und g (x) im Intervall [ stetig. Die Anfangs-
wertaufgabe

fr)dy=g(x)ax, ylxp)=py, x €I, y €l
ist in einer hinreichend kleinen Umgebung von x, eindeutig losbar

[r()dy = [g(x)dx + C

Die Integrationskonstante C soll soll so gewidhlt werden, dass die
Anfangsbedingung erfiillt wird.
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Trennung der Variablen

Eine Differenzialgleichung 1. Ordnung vom Typ

f(y)dy = g(x)dx

lasst sich schrittweise wie folgt l16sen:

Trennung der beiden Variablen.
Integration auf beiden Seiten der Gleichung.

Auflosung der in Form einer impliziten Gleichung vom Typ

F(y)=Gl(x)

vorliegenden allgemeinen Losung nach der Variablen y
(falls tiberhaupt moglich).
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Trennung der Variablen: Beispiel

xy'+y=0

Schritt 1: Trennung der Variablen

: _ dy B dy _ _dx
xy'+ y =0, xdx+y—0, 5 -
Schritt 2: Integration
o _ (& __ _ml &
JL=-[<  mlyl=-mlxl+mlcl=m| >
_ml&
ln|y|—ln x|

Schritt 3: Die Gleichung nach y aufzulésen y =

= |
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Trennung der Variablen: Aufgaben

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung:
Aufgabe 1: y’'=x+1, y(-2)=-1

Aufgabe 2: y'=05(3-y), »(0)=2

Aufgabe 3: y'=y -5 1)y(0)=2, 2)y(l)=-2

Aufgabe 4. y' = y2 sin x

Aufgabe 5: y' =y cosx, 1)y(n)=4, 2)y(n/2)=2

Aufgabe 6: (x —1)y'=2y, 1) y(0)=3, 2)y(3)=-2
Aufgabe 72 (2x —1)y' =y, y(1)=7
Aufgabe 8: (x —2)y ' =y, ¥ (0) =%

Aufgabe 9: (2x — 1)y’ ' =2y, y(0) =3
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Trennung der Variablen: Aufgaben

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung:

Aufegabe 10: (x> = 1)y’ =2y y(0) =5

Aufgabe 11: xy+(x+1)y’'=0, 1) y(0)=2, 2)y(-2)=-3
Aufgabe 12: 2xy+(x+1)y'=0, 1)y(0)=1, 2)y(1)=1
Aufgabe 13: xy +(x+2)y’'=0, 1)y(0)=1, 2)y(1)=2
Aufgabe 14:  xy* + (x + 1)y’ =0, 1) y(0)=1, 2)y(1)=1
Aufgabe 15: y'=—-xe?, 1) y(0)=-2, 2)y(0)=1

Aufgabe 16: y'= —x*e” y(0)=-3

Aufgabe 17: y'=xe’ %, 1) y(0)=1, 2) y(0)=-1
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Trennung der Variablen: Losung 1

y'=x+1, - x + 1
dx
2
Allgemeine Losung: y(x) = % + x4+ C
Spezielle Losung:
2
y(=2)=-1, C=-1, y(x)=7—|—x—l
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Trennung der Variablen: Losung 1

Abb. LI-1: Integralkurven der DGL y'=x + 1. Die blaue Kurve entspricht der speziellen Losung der Gleichung
mit C = -1, die dunkelrote Kurve C =1 und die rote Kurve C =2
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x + 1. Die blaue Kurve entspricht f(x) =x%2 +x—1,

der speziellen Losung der Gleichung mit y (—2)

Abb. LI-2: Richtungsfeld der DGL y'

Spezielle [.0sung:
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Trennung der Variablen: Losung 2

Abb. L2-1: Integralkurven der DGL y'= (3 -y)/2. Die blaue Kurve mit C = - [ entspricht
der speziellen Losung der Gleichung mit y (0) =2

y'=0503—-y) = fd—y=—%fdx = In|y—-3| = -

+ In|C|
y—3

B
2
_ X _ X

_ 2 _ 2

= y-3=Ce = y=3+Ce
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2: Richtungsfeld der DGL y'= (3 -y)/2. Die blaue Kurve entspricht y

Abb. L2

=2

der speziellen Losung der Gleichung mit y (0)

X
2

Ma 2 — Lubov Vassilevskaya

2-2b



)
Abb. L2-3: Integralkurven der DGL y'= (3-y)/2
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Trennung der Variablen: Losung 3

2-3

y'=y -5 ) y(0)=2 2)y(1)=-2
Allgemeine Losung: ¥ = Ce™ + 5

Spezielle I.Osungen:

1) y(0) = 2,

2) y(1) = -2,

yi(x)=5-3¢"

y,(x)=5— Te* !
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Trennung der Variablen: Losung 4

y'=yzsinx, d—yzyzsinx, fd—)ézfsinxdx
dx y
1 1
—— = — + C, =
y cos X Y cosx — C
Allgemeine Losung: = !
s ) cosx — C
Spezielle L.Osungen:
1 1 |
) »1(0) ’ cos0—C, 1-C,° 1 . nx COS X
1 1 1 1 1
2 e —_— pu— :—1 ju—
) »20=3. 3 cs0-C, 1-c¢,; 2~ 7h 20 =
| 1 3 |
) ¥3(0) ! w0-c.-1-c. G=3 »nW=n
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Trennung der Variablen: Losung 5

y'=ycosx, 1)y(n)=4 2)y(n/2)=2

sin x

Allgemeine Losung: y = Ce

Spezielle I.Osungen:
1) y(n) =4, y(x)=4e"""

2) y(n/2):2, yz(x)zzesmx_lzé.esinx
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Trennung der Variablen: Losung 6

(x=1y'=2y, 1)y0)=3, 2)y(3)=-2
Allgemeine Lésung: y = C(x — 1)?
Spezielle Losungen:

1) »(0) =3, y(x)=3(x-1)7

2) y(3)==-2, y,(x)=—=(x—-1)7
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Trennung der Variablen: Losung 7

2x -1y =y, y(l)=7

Allgemeine Losung: y(x)=CvV2x — 1

Spezielle L.osung:

y(1) =7, y(x)=7v2x — 1
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Trennung der Variablen: Losungen 8, 9

Aufgabe 8: (x=2)y'=y, y(0)= %

Allgemeine [ésung: y(x)=C(x — 2)

Spezielle Losung: y(0) = % y(x) = %

Aufgabe 9: (2x=1)y' =2y, y(0) =3

Allgemeine Losung: y(x)=C(2x-1)

Spezielle Ldsung: y(0)=3 y(x)=3-—6x
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Trennung der Variablen: Losung 10

= x — 1 o ox—1
In|y|=In T + In|C|, y_cx—i—l
' - x — 1
Allgemeine [.Osung: y=C
x + 1
Spezielle L.osung: y(0)=5 p=5 1 — x
’ x + 1
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Trennung der Variablen: Losung 10
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Abb. LI10: Integralkurven der DGL (x?-1)y'=2y
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Trennung der Variablen: Losung 11

xy+(x+1)y"'=0, 1)y(0)=2 2)y(-2)=-3

dy X dx .
f)/— [ 255 hlyl=-x+mh|x+1]+h[C
In|y|==x+1In|C(x + 1)], In C(nyrl)‘:_x
y —X - X
Cx + 1) 7 =Clo & lje

Allgemeine Losung: y(x)=C(x + 1)e™*

Spezielle [.6sung: 1) y(0) = 2, Y (x) =2(x +1)e”*
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Trennung der Variablen: Losung 12

2xy +(x+1)y'=0, 1) y(0)=1, 2) y(1)=1

A_llgemeine Lésung; y(x) — C(x 4 1)2 e—2x

Spezielle Losung: 1) y(0)=1, y(x)=(x+ 1)2 2"

2) y(1) =1,  y,(x) =
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Trennung der Variablen: Losung 13

xy+(x+2)y'=0, 1)y(0)=1, 2)y(1)=2

Allgemeine Losung:

Spezielle Ldsung: 1) y(0) = 1,

1
4
2) ¥(1) =2, yylx) = 2 (x + 2P

2-12
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Trennung der Variablen: Losung 14

xy +(x+1)y =0, 1)y(0)=1, 2)y(1)=1

1
C+x—In|x+1]

Allgemeine Losung: y

1
l+x—In|x+1]

Spezielle [.osung: 1) y(0)=1, y

1
- In2+x—In|x+ 1]

2) y(1)=1,
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Trennung der Variablen: Losung 15

y'=-xe”, 1)y(0)=-2, 2)y(0)=1
x° x°

fe_ydy=—fxdx, e_y=7+C, In(e””)=In 7+C

x2

=—In|— + C
y >
x2
Allgemeine Losung: y(x)=—1In B + C
X2 2

Spezielle L.osung: 1) y(0) = -2, yl(x) = —In > + e

2) ¥(0) =1, yz(x)z—ln(exz—l—Z)—l-l—l—an
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Trennung der Variablen: Losungen 16, 17

Aufgabe 16: y'=—x"e¥, y(0)=-3
x3
Allgemeine Losung: y(x)=—In|=—+ C
x> 3
Spezielle Losung: y(O) =—3, y(x) =—In|— + e
Aufgabe 17: y'=xe? ?,  1)y(0)=1, 2)y(0)=-1
2
: X
Allgemeine Losung: y(x)==In|C — F
e
x2
Spezielle Losung: 1) )’(O) = 1 Y1 (x) =2 —Inje — )
3 X2
2) y(0) =1, yz(x)=2—lne 5
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