Inhomogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten (Teil 1)
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Inhomogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y''tay'+by=gx)

(g (x) wird Storfunktion genannt) kann man als Summe aus der allge-
meinen Losung der homogenen linearen DGL

y''+tay'+by=0 - y.(x)

und einer partikuldren LOosung der inhomogenen linearen DGL darstellen

y(x) = yo(x) +y,(x)
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Losungsansatz 1

Die Storfunktion sei ein Polynom n-ten Grades
y'+ay' +by=g(x), gx)=P,(x)
y'"tay'+by=0 — Loésung y,(x)

y(x) = yolx) + 3, (x)

O (x) ist jeweils ein Polynom n-ten Grades
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Losungsansatz 1: Aufgaben

Aufgabe 1: y''+2y' ' —=3y=x*—-1, 1)y(0)=0, »(0)=-1

Aufgabe 2: 6y ' —y' ' —y=2x—-1

1) y(0)=-1, p'(0)=1, 2) y(0)=1, »'(0)=-—

Aufgabe 3: ' —yl=x =2

1) »(0)=-1, »'(0)=1,  2) y(0)=1, y'(0)=0

Aufgabe 4: y'—2y”:—3x2+6x—2

1) y(0)=1, y'(0)=-1, 2) p(0)==2, »'(0)=0

Aufgabe 5: y''=—x*+2x +1

1) y(0)=0, y'(0)=1 2) y(0)=1, »'(0)=-2
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Losungsansatz 1: Losung 1

1) Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y"—|—2y’—3y:x2—1
y'+ay'+by=g(x), g(x)=P,(x)

a=2 b=—1 (! b#0)

2) Storfunktion vom Grad n =2

3) Die Losung der allgemeinen homogenen linearen DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y'UE2y'=3y=0 -y

wird durch Losen der charakteristischen Gleichung bestimmt
y=e": P 42r-3=0, r =-3, r, =1

X r 2 X

e — 0. o f g e”
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Losungsansatz 1: Losung 1

4) Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL stellen wir in folgender
Form dar:

b #0: yp:Qn(x), n=72

2
y,=a,x" +a; x+ag, yp=2a2x+a1, yp=2az2

5) Die partikulare Losung und ihre Ableitungen werden in die inhomogene
DGL eingesetzt, d.h.

rr !_ . 2_
yp—|-2yp 3yp—x 1

2a, + 2(2a,x + a;) — 3(a2x2+ a x + ag) = xr -1

—3a2x2 + (4a, —3a,) x + (2a,+ 2a, —3a,) = X =1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ein lineares Gleichungssystem,
um die unbekannten Polynomkoeffizienten zu bestimmen

1
/-3(12:1 . azz—g
. 4
J 4a,—3a, =0 2 a1:—§
2a2+2a1—3a0=—1 L aoz_i
27
1-4b
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1-4¢

Losungsansatz 1: Losung 1

Allgemeine Ldsung:

p() = yola) 43, ()= € e b et — X A, S

Spezielle Losungen:

1) y(0) =0, y'(0)=-1, y(x):%e—w_x;_gx_z%

2) 50 =0, ' (0)=0, ylr)=- Lo el X 4,5
3) y(0)=0, y'(0)=1, y(x):_;_ze_3x+%ex_x?2_gx_25_7

Die Abbildung der folgenden Seite zeigt Integralkurven, die diesen Funktionen
Entsprechen.
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Losungsansatz 1: Losung 1

Al
Abb. 1: Die Integralkurven der Differentialgleichung
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Losungsansatz 1: Losung 2

1) Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

rr _ r _ S _ !I_l I_l _ﬁ_l
6y y'—y=2x-1, y sV TcVT3 @
y'+ay'+by=g(x), g(x)=P(x)
a=-L p=—1 (p=zo0

6 6

2) Storfunktion vom Grad n =1
X 1
g(x):Pl(x):§—g

3) Die Losung der allgemeinen homogenen linearen DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

rr_l /_l _O N
y A Yo

wird durch Losen der charakteristischen Gleichung bestimmt

_ e L2 r 1 1
Y ' 6 6 1 3’

1-5a
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Losungsansatz 1: Losung 2

4) Die partikulare Losung der inhomogenen DGL stellen wir in folgender
Form dar:

b #0: yp=Qn(x), n=1
y,=ax+tag, y,=ap ysz

5) Die partikuldre Losung und ihre Ableitungen werden in die inhomogene
DGL eingesetzt, d.h.

o1 0 _x 1
Yp T 6P 6P 3 %

1 1 w
O—gal—g(a1x+a0):§—g
a, 1 X 1
- N + A

6 * T glata)=3-¢

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ein lineares Gleichungssystem,
um die unbekannten Polynomkoeffizienten zu bestimmen

/

_a 1
6 3
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Losungsansatz 1: Losung 2

Allgemeine Losung:

y(x)=y0(x)+yp(x)=Cle +C282—2x—|—3

Spezielle Losungen:

_ X X
1) J’(O):—l, y’(0)=1: yl(x)=—6e S+ 2e?—2x+3
_Xx X
2) J/(O):la ;V'(O)=—%: yz(x)=—3e St e? —2x+3
3) y(0)=1, y'(0)=—1: yz(x)=—%e_§+%e§—2x+3
, 3 73 2 3
4) y(0)=2, y'(0)=-2;: yz(x)=—§e —se -2x+3

Diese Integralkurven werden auf der ndachsten Seite dargestellt.
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Losungsansatz 1: Losung 2

Abb. 2: Die Integralkurven der Differentialgleichung _
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Losungsansatz 1: Losung 3

1) Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

2) Storfunktion vom Grad »n =1

gx)=P,(x)=x—2

3) Die Losung der allgemeinen homogenen linearen DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y'=y'=0 -y

wird durch Losen der charakteristischen Gleichung bestimmt

y=e"": rz—rz(), r(r—1)=0, r,=0, r,=1

yox)=C e+ C e =C +C,e”

1-6a
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Losungsansatz 1: Losung 3

4) Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL stellen wir in folgender
Form dar:

2
y,=ax" +a,x, yp=2a1x+a0, y =2a

5) Die partikulare Losung und ihre Ableitungen werden in die inhomogene
DGL eingesetzt, d.h.

| o) =X — 2, —2a,x+ (2a;, —ay) =x — 2

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ein lineares Gleichungssystem,
um die unbekannten Polynomkoeffizienten zu bestimmen

1

—2a, =1 alz—z :
Y, =T 5 X + X

2a; —dg= =2 2

N
Il
p—
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Losungsansatz 1: Losung 3

yo(x)=C,+C,e”

Allgemeine Losung:

. 1
y(x)zyo(x)-l—yp(x):Cl-l-Cze —Exz—l-x

Spezielle [.osungen:

1) y(0)=-1, y'(0)=1: yl(x):—%xz—l—x—l

2) y(0)=1, y'(0)=0: yz(x)=—%x2+x+2—ex
1 o 1
3) C, =1, C2=Z. y3(x)—1+zex—§x + x

Diese Integralkurven werden auf der niachten Seite dargestellt.
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Losungsansatz 1: Losung 3

Abb. 3: Die Integralkurven der Differentialgleichung
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Losungsansatz 1: Losung 4

1) Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y' =2y ==3x*+6x — 2

y'+ay'+by=g(x), g(x)=P,(x)

1
— = p=0
“ 2

2) Storfunktion vom Grade n =2

g(x)=P,(x)= %xz —3x+1

3) Die Losung der allgemeinen homogenen linearen DGL 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

y'=2y""=0 -y,
wird durch Losen der charakteristischen Gleichung bestimmt

y:ei"x: ]"_2]/2:0’ ]/'(1—2]/'):0, ]/-1:0’ ’,-2:
X

R 2
e —C1+Cze

1
2
X

yolx)=C e+ C,
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Losungsansatz 1: Losung 4

4) Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL stellen wir in folgender
Form dar:

_ 3 2
Yy, = ayx +a x" +agx

! r’

2
yp=3a2x -I—2a1x+a0’ yp=6a2x—|—2a1

5) Die partikulare Losung und ihre Ableitungen werden in die inhomogene
DGL eingesetzt, d.h.

—2y’p'+y;9=—3x2+6x—2
-2 (6a,x + 2a,) —|—(3a2x2—|— 2a,x + a) = —3x2+6x—2
3a2x2+ (—12a, + 2a,) x + (—4a, + a,) = —3x>+6x —2

a0:—14, a, = —3, a
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Losungsansatz 1: Losung 4

Allgemeine Losung:

X

y(x) = y,(x) + yp(x) =C, + C, e? — x> —3x%— l4x

Spezielle Losungen:

X

1) y(0)=1, y'(0)=—=1: y (x)==25+26¢> —x" —3x>— l4x

X

2) y(0)=-2, y'(0)=0: yz(x):—30+28e5—x3—3x2—14x
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Losungsansatz 1: Losung 5

y”=—x2—|—2x+1

Allgemeine Losung:

y(x)=C1x+C2—x+ +

Spezielle [Losungen:

, X
1) y(0)=0, y'(0)=1: y(x)=-75+F +F +x
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Losungsansatz 1: Aufgaben

Aufgabe 6: y''+ 4y ' +4y=—2x"+1

1) »(0)=1, y'(0)=1 2) y(0)=2, y'(0)=3

Aufgabe 7:

y''=2y'"+y=—x-3, y(0)=2, p'(0)=3

Aufgabe 8:

y''+2y'+y=2,

1) y(0)=1, y'(0)=1, 2) y(0)=2, y'(0)=3
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Losungsansatz 1: Losung 6

1) Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y"+4y’+4y=—2x2+1
y'+ay'+by=g(x), g(x)=P,(x)
a=4, b=4 (! b#0)

2) Storfunktion vom Grad n =2
g(x)=P,(x) = —2x% + 1

3) Die Losung der allgemeinen homogenen linearen DGL 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

y't4y't4y=0 -y,
wird durch Losen der charakteristischen Gleichung bestimmt

y=e ": r2—|—4r+4=0, r1=r2=r=—2

yo(x) = (C1 + sz) et = (C1 + sz) e 2
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Losungsansatz 1: Losung 6

4) Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL stellen wir in folgender
Form dar:

b #0 :yp=Qn(x), n=>2

! r’

_ 2 _ _
Y, = ayx ta x+a,, yp—2a2x—|—a1, y —2a2

5) Die partikuldre Losung und ihre Ableitungen werden in die inhomogene
DGL eingesetzt, d.h.

y;—l—4y;0—|-4yp:—2x2-|—l
2a,+ 4(2a,x +a;) + 4(c12x2 +a,x+a, =—2x>+1

4c12x2 + (8a, +4a,) x+(2a, +4a, + 4ay) = —2xr+1

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir ein lineares Gleichungssystem,
um die unbekannten Polynomkoeffizienten zu bestimmen

a, =1, aO——%

o = — 1
2 2’

YoEh== = (= 17
pP 2
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Losungsansatz 1: Losung 6

Allgemeine Losung:

y(x) = yo(x) + ¥, (x) = (C; + Cyx) e 2% = = (x = 1)°

Spezielle [L.osung:

D 30 =1, y(0)=1: y,(x)=|5+3x] e =5 (x~1)
, 5 —2x | 2
2) y(0)=2, y'(0)=3: y2<x>=5+7xe —5(36—1)
1 —2x 1 2
3) C, =0, C,= y3(x)=ze —E(x—l)

1.
Ak
4) C,=4, C,=6:

Diese Integralkurven werden auf der nichsten Seite dargestellt.
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Losungsansatz 1: Losung 6

Abb. 6: Die Integralkurven der Differentialgleichung
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Losungsansatz 1: Losung 7

1) Inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

y''=-2y"'"+y=—x—73
y'+ay'+by=g(x), g(x)=P,(x)
a=-2, b=1 (! b#0)

2) Storfunktion vom Grad n =1

g(x)=P(x)=—-x -3

3) Die Losung der allgemeinen homogenen linearen DGL 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

yi=2y"'+y=0 -y,

wird durch Losen der charakteristischen Gleichung bestimmt
y=e'" P —=2r+1=0, r =vr
Vo(x)=(C, +Cox)e"" =(C, +C,x) e”

2-2a
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Losungsansatz 1: Losung 7

4) Die partikuldre Losung der inhomogenen DGL stellen wir in folgender
Form dar:

b #0 :yp=Qn(x), n=1

yp=a1x+a0, y,=ay, yp=0

5) Die partikulare Losung und ihre Ableitungen werden in die inhomogene
DGL eingesetzt, d.h.

y;—Zy;)+yp=—x—3

a, =—1, a, = —5

Allgemeine L[osung:

y(x)=y(x) + ¥, (x)=(C; + Cyx) e’ —x =5

Spezielle Losung:
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Losungsansatz 1: Losung &8

y'"'+2y'"+y=2, y(0)=1, y'(0)=1

Allgemeine Losung:

y(x)=(C, +C,x) e "+ 2

Spezielle [.osung:

1) y(0)=1, yp'(0)=1: y(x)=—e"+2

2) y(0)=2, y'(0)=3: yy(x)=3xe " +2
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