Komplexe Wurzeln der charakteristischen Gleichung
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Fall 3: Komplexe Wurzeln

4-1

Die charakteristische Gleichung einer homogenen DGL 2. Ordnung mit kon-

stanten Koeffizienten besitzt komplexe Losungen

2
i, = L(_b * \/b2—4ac):_i + \/b —4dac

2a 2a 2a
D = b —4dac < 0

_ b
2a

+

VD
2a

b2—4ac=—(4ac—b2)=i2(4ac—b2), 4ac—b%>0

Diese Losungen stellen wir in folgender Form dar:

2 Y 2
b +\/l(4ac b) b _|_l.\/4ac—b:

1,2 2a 2a 2a 2a

ry=MA+iu, ro,=A—1iU (A, u €R)

b \/4ac—b2
}\‘:——’ M:
2a

Die entsprechenden Ausdriicke fiir die Basisfunktionen sind

(x):e(k+iu)x (A —iu) x

i . ynlx)=e

AEiu
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Fall 3: Komplexe Wurzeln

Die Eulerische Formel: e'® = cosq + isin @

Die Basisfunktionen sind komplexwertige Funktionen

yy(x) = e e™¥ =™ (cospx + isinpx)

J’z(x) = e e_i“x=e?\x(cosux—isinux)
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Reellwertige Losungen

4-3

Man bevorzugt aber reelle Funktionen. Solche Losungen kann man
bestimmen und zwar wie folgt: Wenn zwei Funktionen Losungen
einer DGL 2. Ordnung ay”"+by'+cy =0 sind, dann ist auch
jede Linearkombination dieser Losungen eine Losung der DGL.
Bilden wir die Summe und die Differenz von diesen Ldosungen

y(x) + y,(x) = 2 eM cospx = 2 u(x)

v (x) = y(x) = 2i eMsinux = 2iv(x)

u(x) = eM cospx = Re y, (x)

v(x) = e sinpx = Im y, (x)

Zeigen Sie, dass die reellen Funktionen u (x) und v (x) ein Fundamen-
talsystem von Losungen bilden.
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Reellwertige Losungen

Um zu priifen, ob die reellen Funktionen u (x) und v (x) ein Fundamen-
talsystem von Losungen bilden, zeigen wir, dass die Wronski-Determi-
nante von Null verschieden ist

Wu, v) = u(x) v(x) _
’ u'(x) v'(x)
_ e™ cosp x e™ sinp x _
e (Ncospx — psinp x) e (Nsinpx + pcospx)
_ p2Ax COS U X sin W x _
(Acospx — psinp x) (Asinpx + pcosp x)

= p (cosux + sinpx) e?™” 2N x

W (u, v) = pe™”

Wenn u # 0 ist, ist die Wronski-Determinante ungleich Null, und u (x)
und v (x) bilden ein Fundamentalsystem von Losungen. Fiir ¢ = 0 sind
die Wiirzeln reell, und diese Betrachtungen sind nicht anwendbar.
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Reellwertige Losungen

4-5

Sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
komplexe Zahlen

dann ist die allgemeine Losung in der Form dar-
stellbar

X

y(x) = C, e M cospux + C, e sinp x

C,, C, — beliebige Konstanten.

Jeder der Terme stellt wegen der trigonometrischen
Faktoren eine Oszillation dar, die exponentiell wachst
oder fallt, je nach Vorzeichen von A.
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Komplexe Wurzeln der charakteristischen Gleichung

Aufgaben
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Komplexe Wurzeln: Aufgaben -3

Bestimmen Sie die Losung folgender Anfangswertprobleme
Aufgabe 1: y''+y'+y=0, »(0)=1, »y'(0)=3
Aufgabe 2: y'' +

Aufgabe 3: y'"4+9y =0, y(0)=0, y'(0)=4

Aufgabe 4. 16y'' — 8y’ + 145y =0, y(0)=-2, y'(0)=1

Aufgabe 5: y”—l—%y +—=y=0, y(0)=2, y'(0)=2
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Komplexe Wurzeln: Losung 1

yity +y=90

Die charakteristische Gleichung lautet P +r+1=0

und ihre Wirzeln sind

1 .3 . 1 V3
r1’2=—5117=?\izu, ?\=—E, u=7
y(x) = C, e N cosux—i—Cze?‘x sin p x
Die allgemeine Losung ist

X X

_ 2 V3x ~% . [V3x
y=C, e cos | — + C, sin | —

Der Parameter A ist negativ, und daher sind die Losungen
abnehmende Oszillationen.

V3 x

2

R
2

sin

2

7
+ — e
V3
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Komplexe Wurzeln: Losung 1

Abb. L1-1: Integralkurve der DGL y"+y'+y=0 mit y(0) =1, y'(0) =3
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Komplexe Wurzeln: Losung 1

Allgemeine Losung der DGL: y'"+y' '+ y =0

y=Cle_§cos V3 x + C, e 2 sin\/gx
’ 2
Spezielle Ldsungen:
1) y(0)=2, y’(0)=6: y=2€_§COS \/gx —|—£e_551n \/52)6
3
2) y(0)=1, y'(0)=3: y:e_icos \@x +%e_gsin (;x
e = x
2 V3x S 2 V3 x
3) p(0) =1, y'(0)==3: y=e ?cos|3%|_ 5 .72 gp
2 \E 9
4) y(0)=0, y'(0)=—6: y=-443¢ 2 sin@zx)

Die Abbildung folgt.
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Abb. L1-2: Integralkurven der DGL y'"+ y'+y =0, die folgendem Anfangswertproblem entsprechen 1) y (0) =2,
y'0)=6 2)y0)=1 y'0)=3 3)yO0)=1Ly©)=-3 4) y@0)=0 y(0)=-6
5-1d Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



5-1e

Komplexe Wurzeln: Losung 1

_ X _
y=Cle 2 cos \/gx +Cze 2 sin\/§)C
2 2
Spezielle Losungen:
X
) \Bx 5 \Bx
1 0)=2, y'(0)=4: y=2e¢ ? b
))’() y() Y € 0082 \Bsmz
_ X
2) J/<O)=1, y’(0)=4: y =e 2 CcOS \sz +3\Bsin \sz
X
) \Ex 7 \Bx
3 0) =—1 (0) = 4: —e 2 |- B
))’() ,)’() y =e€ cos2 —I—\Esm2
_ X
4) y(0)=—2, y'(0)=4: y=2e 2 |=cos \gx + +3 sin \sz

Die Abbildung folgt.
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Abb. L1-3: Integralkurven der DGL y'"+ y'+y =0, die folgendem Anfangswertproblem entsprechen 1) y (0) =2,
Y'O) =4 2)yO)=1 y'(0)=4 3)y@O)=-1y"(0)=4 4) y0) =-2 y'(0)=4
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Komplexe Wurzeln: Losung 2

7/ 1 !
y +Zy=0, y(0)=0, »'(0)=2
yrr+%y:0 = r2+izo =
i 1
- + = A=0, = =
"1, 2 2y =3

X

y(x) = C, e cosux+Cze?‘ sin p x

Allgemeine Losung: y(x) = C, cos% + C, Sin%

Spezielle [Losung:
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Komplexe Wurzeln: Losung 2

Abb. L2-1: Integralkurven der DGL y'"+ 1/4y =0, die dem Anfangswertproblem y (0) =0, y'(0) =2 entspricht
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Komplexe Wurzeln: Losung 2

1
Allgemeine Losung der DGL: y'' + YA 0

y(x) = C, cos% + C, sin%

Spezielle Losung:

1) y(0)=0, y'(0)=2: y(x):4sin§
, 1 . X

2) y(0)=0, y (0)=—§: y(x)=—sin=

3) y(0)=0, y'(0)=-2: y(x)=-3sinZ

Die Abbildung folgt.
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Komplexe Wurzeln: Losung 2

Abb. L2-2: Integralkurven der DGL y'"+ 1/4y =0, die folgendem Anfangswertproblem entsprechen
1) y(0)=0 (0 =2 2)y©0) =0 y (@) =-1/2, 3) y(©0) =0, y'(0)=-3/2
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Komplexe Wurzeln: Losung 3

A X

y(x) = C, e cospx + C, e sinpx

Allgemeine Losung: y(x) = C, cos3x + C, sin3x

Spezielle [.osung:
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Komplexe Wurzeln: Losung 3

P

AWAWAWA
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Abb. L3-1: Integralkurven der DGL y'"+ 9y =0, die folgendem Anfangswertproblem

entsprechen 1) y (0) =0, y'(0) =4

1) y(0)=0, »’(0)=4:

2) y(0)=1, »'(0)=3:

5-3b

2)y0) =1 y'"(0)=3
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Komplexe Wurzeln: Losung 4

16y —8y '+ 145y =0, »(0)=-2, y'(0)=1

Die charakteristische Gleichung lautet 167> — 87 + 145 =0
1

: 1
r1’2=4i3z, 7\=Z, u=3
Die allgemeine Losung ist
y = C, e? cos3x + C, e? sin3x
y(0) = C, = =2
' “tsc 3 “ 3¢ sin3 i
y—TJr 2costrT— (| smsx|e
i — 2 _ _ 1
Y<O)—T+3C2—1 = Cz—i
Die Losung des Anfangswertproblems ist
y = —2 et cos3x + 1 e sin3x

2
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Komplexe Wurzeln: Losung 4

40 |

20 |

-20 |

~40 |

-60

Abb. L4-1: Integralkurve der DGL 16y"- 8y'+ 145y =0, die dem Anfangswertproblem
v (0) =-2, y'(0) =1 entspricht (ansteigende Oszillationen)
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Komplexe Wurzeln: Losung 5

_ & 2
y(x)=C, e 4sin(2x)+Cze * cos(2x)
Spezielle [.osung:

_ 4 o
y(x)z%e Ysin(2x)+2e * cos(2x)

Die Abbildung folgt.
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Komplexe Wurzeln: Losung 5

24

1]

CI T T A T A T T 1
0 2 3 4\y 6 ?\__5_/9 X

-2

Abb. L5-1: Integralkurve der DGL, die dem Anfangswertproblem y (0) =2, y'(0) =2 entspricht
(abfallende Oszillationen)

1 65
DGL :y'"'"+ =y '+ y=0
'tz ity
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Komplexe Wurzeln: Losung 5

5-5c¢

1 65

DGL :y'""+—-—y'+—=y=0

2 16

Allgemeine Losung:

Spezielle L.osungen:
1) y(0)=2, y'(0)=2
2) y(0)=3, y'(0)=2

3) y(0)=1, »'(0)=2

Die Abbildung folgt.

sin(2x) + C, e

25
* cos(2x)
_ % _
y(x):%e 4 sin(2x) +2 e * cos(2x)
_ _ X
:y(x)z%e Ysin(2x) +3 e ¢ cos(2x)
_ ¥ _ X
y(x)z%e Ysin(2x) +e % cos(2x)
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Komplexe Wurzeln: Losung 5

Abb. L5-2: Integralkurven der DGL, die folgendem Anfangswertproblem entsprechen
Dy@=2y0)=2 2)y0)=3 y@©0)=2 3)y@O=1y(@0)=2
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Komplexe Wurzeln: Losung 5

5-5e

1 65
DGL :v'' 4+ = p'+22 -9
Y 27 T 16”7

Allgemeine Losung:

NG

y(x)=0C, e Zsin(2x)+Cze cos (2 x)

Spezielle Losungen:

1) y(m)=0, y'(0)=2 :y(x)=e *sin(2x)

, 1 -7
2) y(m)=0, y'(0)=1 y(X)ZEe sin (2 x)
B O () R o R R il 2
4) y(m)=0, y'(0)=—3 :y(x):—%e_zsin(Zx)

Die Abbildung folgt.
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Komplexe Wurzeln: Losung 5

2,
3
g, 1

/2

_2_

Abb. L5-3: Integralkurven der DGL, die folgendem Anfangswertproblem entsprechen 1) y () =0, y'(0) =2,
D y@=0 y©0)=1 3)ym=0 y0) =4 4) y(m=0, y'(0)=-3
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