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Integration der homogenen linearen DGL 2. Ordnung

Eine Fundamentalbasis der homogenen DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten vom Typ

ay'"+by'"+cy=90

lasst sich durch einen Losungsansatz in Form einer Exponentialfunktion

vom Typ
y =e'" (r — Parameter)
gewinnen
p=a’”, P S y,,:I/_Z'erx
ay'"'"+by +cy=0 = lar*+br+ce =0

ar>* +br+c =0

Diese charakteristische Gleichung besitzt folgende Losungen

rlyzzi(—bi\/b2—4ac)=21—a(—bi\/3), D=1b*—4ac
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Integration der homogenen linearen DGL 2. Ordnung

Die Diskriminante D entscheidet dabei iiber die Art der
Losungen, wobei drei Falle zu unterscheiden sind

Fall 1: D=b—_4gc > 0

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei verschiedene
reelle Losungen

Fall 2: D:b2—4CZC:O

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei gleiche reelle
Losungen

Fall 3: D=b"—4ac < 0

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei konjugiert
komplexe Losungen
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Integration der homogenen linearen DGL 2. Ordnung: Fall 1

D=5b>—4gc > 0

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei verschiedene reelle Losungen

SE >
die den Losungsfunktionen entsprechen
r. X r,Xx
erlx erzx ( )
y y r.+r,)x
W(yl’yz): 1, ,2 = X ryX :<r2_r1)el Y0
Y1 Yo rye r, e

Die Losungsfunktionen bilden eine Fundamentalbasis der homogenen DGL.

Die allgemeine Losung dieser DGL ist

r

X ' X
y(x)=C, -y, x)+C,-y,(x)=C;-e' +C,-e" (C,, C, € R)
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Fall 2: Doppelwurzeln

ay''"+by'"+cy=0
D=b"~4ac = 0

Die charakteristische Gleichung besitzt zwei gleiche
reelle Losungen

D=0: r ,=—|-b=x+D| =2

Wir erhalten nur eine Losungsfunktion:
b

— o %

2
ylzyzzea

Durch Variation der Konstanten bestimmt man die
allgemeine Losung der homogenen linearen DGL.
Der Losungsansatz ist:
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Fall 2: Doppelwurzeln

ay''"+by' ' +cy=0, y=C(x)e_ﬁ =C(x)e "7, m=%
y'=|C'(x)—m C(x)|-e”™
y”=[C”(x)—2mC’(x)+m2C(x)}-e_mx
ay'"+by'"+cy=0
2 cC » ¢ b —4dac
C''(x)—|m"——=|C(x)=0, m"——= >— =0, C''(x)=0,
a a 4 a
Cx)=C,x+C, (C,,C, €R)
_b _b .
y = C(x)-e *° =(C1x—|—C2)-e 24a
b b
247 _ 24"
y, = e , Y, = x-e
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Fall 2: Doppelwurzeln

Wir zeigen jetzt, dass diese Losungen Basislosungen sind

b b
_ % _ . 2
yl e y2—x e
b b
e 2a " xe 2a "
yi(x)  »y(x) b
Wy, yz)_| L) oy | T et [pobx] e |
- = 2a 2a
b b 1 X _bx |1 X _bx
=e ™ e | b ([ _bx||=e€ " |_b [ _bx||=e "
2a 2a a 2a
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Doppelwurzeln: Aufgaben [-4

Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme

Aufgabe 1: y'+4y'"+4y=0
y(0)=1, yp'(0)=2

Aufgabe 2: y"—y'+iy=0

Aufgabe 3: y'"'=6y"+9y=0
y(0)=0, y'(0)=2

Aufgabe 4: y'"'"+8y'+16y =20
y(1)=4, y'(1)=-2
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3-1a

Doppelwurzeln: Losung 1

y''+4y'"+4y=0, y(()):]’ y’(())zz
Der Losungsansatz in Form einer Exponentialfunktion vom Typ

rXx ' rXx I 2 rXx

y=e ", y'=r-e ", y''=r"-e
fiihrt zu einer charakteristischen Gleichung
Pt 4dr+4=(r+27=0, ry=r,=—2
Folglich ist
y(x) = (C1 x + Cz)-e_zx = C, x e 2+ C, e ¥
die allgemeine Losung der DGL. Die erste Anfangsbedingung verlangt, dass
y(0) =C, =1

gilt. Um die zweite Anfangsbedingung zu erfiillen, bestimmen wir zuerst die
erste Ableitung der Funktion y =y (x)

y’(x)zCl(l—Zx)e_zx—2C2e_2x = y'(0)=C,—-2C,=2
C,=4, C,=1, yx)=e*"(4x+1)

Das ist die Losung des Anfangswertproblems.
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Doppelwurzeln: Losung 1

0.5 |

0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.3 3 8.5

=05 |

Abb. LI-1: Integralkurve der DGL y"+4y'+4y =0, die dem Anfangswertproblem
v(0) =1, y'(0)= 2 entspricht
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Doppelwurzeln: Losung 1

Allgemeine Losung:

2) y(0)=1, »'(0)=2, y(x)=@4x+1)e "

) p(0) =1, y0)=5, ylx)-=

4) y(0)=1, y'(0)=-2, y(x)=e **

5) y(0)=1, y'(0)==6, y(x)=(1—-4x)e

6) y(0)=1, »'(0)=-10, p(x)=(1—8x)e **

3-1c Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Doppelwurzeln: Losung 1

-1 B4

Abb. L1-2: Integralkurven der DGL y"+4y'+4y =0, die den Anfangswertbedingungen auf der vorigen Seite entsprechen
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Doppelwurzeln: Losung 2

1
eyt —y =0, 0)=2, y'(0)==
y'm vty (0) y'(0) =7
rz—r—l—%:O = ’”1_’”2:%
y(x)=(C1x+C2-eE—ClxeszCzeE

y’<0) = C, +

Die Losung des Anfangswertproblems lautet

X

y@)=eZP—%x
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Doppelwurzeln: Losung 2

55 |

T 0 05 11 1.5 12 D5 \i 35 14 )

LIS

Abb. L2-1: Integralkurve der DGL y'"- y'+ 1/4y =0, die dem Anfangswertproblem
v(0) =2 y'(0)= 1/3 entspricht
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Doppelwurzeln: Losung 2

Allgemeine Losung:

y(x)=(C1x—|—C2 e?

Spezielle L.osungen:

1) y(0)=2, y'(0)=1, ylx)=2e’
1 2 | 3
2 y0=2 yi0=1. yx=(2-24e
) Y02 y(0)=- e i =[2- 1]
D 30=2 =1 sw=a-3e
: 4’ 4
2

5) y(0)=2, y'(0)=-1, y(x)=(2-2x)e
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Doppelwurzeln: Losung 2

1
3_
2
2¢
3
1_
4
9
0 T
2 -1 0 4 5 6 P
_]_—
_24

Abb. L2-2: Integralkurven der DGL y'"-y'+ 1/4y =0, die den Anfangswertbedingungen auf der vorigen Seite
entsprechen
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Doppelwurzeln: Losung 2

Allgemeine Losung:

N | =

y(x)z(C1x+C2 e

Spezielle [.osungen:

D y(0)=1, p'(0)=7, y(x)=ec?
2) y(0)=3. »(0=3, y)=|3+5x|e
3) y(0)=13, y’(0)=%, y(x)=(%—%x e’
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Doppelwurzeln: Losung 2

S5

Abb. L2-3: Integralkurven der DGL y"-y'+ 1/4y =0, die den Anfangswertbedingungen
auf der vorigen Seite entsprechen
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Doppelwurzeln: Losung 3

30|
20 |

10 ]

0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

kv
Abb. L3-1: Integralkurve der DGL y'"- 6y'+ 9y =0, die dem Anfangswert-
problem y (0) =0, y'(0)= 2 entspricht
y'"'=6y'+9y=0, »(0)=0, y'(0)=2

Allgemeine Losung: y(x)=(C, x +C,) e’"

Spezielle Losung: y(x) = 2 x e
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Doppelwurzeln: Losung 3

Allgemeine Losung:

y(x)z(Clx—l—C2 e

Spezielle Losungen:
1) y(0)=0, »'(0)=2, y(x)=2xe"

2) y(0)==5 y'(00=3,  y(x)=(18x—15)¢>"

3) p(0)=5 y(0)=— =, y<x>=(s——x
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Doppelwurzeln: Losung 3

30

20 |

i

0.2

Abb. L3-2: Integralkurven der DGL y"-y'+ 1/4y =0, die den Anfangswertbedingungen
auf der vorigen Seite entsprechen
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Doppelwurzeln: Losung 4

y''"+8y'+16y =0, y(1)=4, y'(1)=-2

Allgemeine Losung: y(x) = e ** (C,x + C,)

Spezielle Losung: y(x) = 2e** (7x - 5)
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