Lineare DGL 2. Ordnung
Aufgaben, Teil 2

7-E1 Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Losung einer linearen DGL 2. Ordnung: Beispiel 2

Wir bestimmen die Losung einer DGL 2. Ordnung

Die 2. Ableitung der Funktion y =y (x) ist wieder dieselbe Funktion.
Eine bekannte Funktion der Analysis mit dieser Eigenschaft ist die
Exponentialfunktion y = exp (x)

d’ (%) = 4
e dx

(e*) = e”
Es wird sich dann sicher noch eine zweite Funktion ermitteln lassen,
ndmlich y = exp (-x)

d2

e = e = e

Wie schon diskutiert, ist jede Linearkombination der beiden Losungen
wieder eine LoOsung
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Losung einer linearen DGL 2. Ordnung: Beispiel 2

Wir bestimmen jetzt eine spezielle Losung, die folgende
Anfangswertbedingungen erfullt

Die spezielle Losung lautet

e

N | w2

1
= —e* +
y 28
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Losung einer linearen DGL 2. Ordnung: Beispiel 2

Abb. B2: Drei spezielle Losungen der DGL 2. Ordnung y'"'—y =0

1 3 _ 1 3 -

1 = — & 2 =— ¢ ", 3 =—e"+ ="
)y =3 )y =73 )y =73 >
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Raten und Priifen: DGL 2. Ordnung ay"+by'+cy =10

Jetzt versuchen wir die Losung einer DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten ay"+by'+cy =0 zu erraten. Wir priifen z.B., ob diese
Gleichung exponentielle Losungen hat. Wir nehmen also

rx
y =c¢

an, wobei 7 ein noch zu bestimmender Parameter ist. Daraus folgt, dass

1st.

8-1
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Charakteristische Gleichung

rx

ay''"+by'+cy =0, y=ce
(ar* +br+c)e =0, et #0

= ar*+br+c=0

Diese Gleichung wird als die charakteristische Gleichung der DGL
bezeichnet. Sie ist von grofer Bedeutung, da fiir den Fall, dass r
eine Wurzel der Polynomgleichung ist, y =exp (rx) eine Losung
der DGL ist. Da die Polynomgleichung eine quadratische Gleichung
mit reellen Koeffizienten ist, besitzt sie zwei Wurzeln, die reell
und verschieden, reell und gleich oder konjugiert komplex zuein-
ander sein konnen. Wir betrachten nun den ersten Fall, die ande-
ren beiden Félle werden wir spiter behandeln.
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Charakteristische Gleichung

Wir nehmen an, dass die Wurzeln der charakteristischen Gleichung
reell und voneinander verschieden sind

ry# Ty, yi(x)=e'", yy(x)=e
Die allgemeine Losung lautet daher

I/'l)C r2x

y=Cy, +Cyy,=C,e' +C,e

Wir bestimmen die Losung dieser DGL mit folgenden Anfangsbedin-
gungen

ay'"+by " +cy=0, yx)=y,, »y'(ix))=y'

i Xo Fy Xo

X=X, Y=Y Yyo=C, e +C,e

r 7’2)(,' r

ro_ 1 * o 1%0
y'=Crie +C,rye” y'y=0C,r e +C,r,e

Fa Xy

Wir 16sen die Gleichungen nach Konstanten

! !
Yo~ Yoy -—r Yo'y = Vo -r x
— 170 _ 2 70
1 2 1 2
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Lineare DGL 2. Ordnung: Aufgaben 4, 5

Bestimmen Sie die Losungen folgender Anfangs-
wertproblem

Aufgabe 4: y''+5y"+6y=0
y(0)=2, y'(0)=3

Aufgabe 5: 4y'""=8y'"+3y=0

y(0)=2, y»'(0)=

1
2

9-A Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 4

y'"+5y'"+6y=20
y=e"" (FP+5r+6) e =0

PP+5r+6=(r+2)(r+3)=0, ro=-2, r,=-3
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Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 4

15

0.5 |
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Abb. L4-1: Integralkurve der DGL y"+ 5y'+6y=0 mit y(0) =2, y'(0)=3
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Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 4

Jetzt geben wir fir die DGL y'"+5y"'+6y =20

Losungen verschiedener Anfangswertprobleme
1) y(0)=1, »'(0)==1: y=2e? - =7 2e*~-1)
2) y(0)=1, p'(0)=0: y=3e? -2 =¢7>"(3e"—-2)

3) y(0)=1, p'(0)=1: y=4e? -3 " =¢7"(4e* - 3)

4y y(0)=1, »p'(0)=2: y=5e " —4e " =e3%(5e" —4)

9-1c Ma 2 — Lubov Vassilevskaya



Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 4

-N g4

Abb. L4-2: Integralkurven der DGL y'"+ 5y'+ 6y =0, die folgenden Anfangswertproblemen entsprechen:
Dy@O@=1 y0)=-1, 2)yO0)=1 y'(0)=0. 3)y@=1 y O =1 4 y@0)=1 y'(0)=2
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Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 5

(472 —8r+3) e =0, rlzé, r2:%
Die allgemeine Losung der DGL ist
x 3x
y = C, e’ + C262
Die spezielle Losung der DGL ist
1 55 1 %
0)=2, y'(0)=—=, = 2e* — ~¢?
»(0) y'(0)=5, y=7e e
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Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 5

=

Abb. L5-1: Integralkurve der DGL 4y"-8y'+3y=0 mit y(@0) =2, y'(0)=1/2
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Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 5

Wir geben fir die DGL 4yp'"'—8y'+3y =0

Losungen verschiedener Anfangswertprobleme

1) y(0)=2,
2) y(0)=2,
3) ¥(0)=2,
4) y(0)=2,

9-2¢
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Lineare DGL 2. Ordnung: Losung 5

0.5

-1

Abb. L5-2: Integralkurven der DGL 4y"-8y'+ 3y =0, die folgenden Anfangswertproblemen
entsprechen: 1) y(0) =2, y'(0)=1/72, 2) y(@0)=2, y'(0)=1/5 3) y(@) =2,
yO)=1, 4 y@0) =2 y'(0)=2
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