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Erstellung  einer  DGL  für  eine  KurvenscharErstellung  einer  DGL  für  eine  Kurvenschar

Um  eine  DGL  zu  erstellen,  die  eine  gegebene  Gleichung  

für  eine  Kurvenschar  erfüllt,  wird  die  Gleichung  n  mal  differenziert

F x , y , C1 , C 2 , . . . , Cn = 0
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y = y (x)  ist  eine  n  mal  differenzierbare  Funktion.  

Es  folgen  Erklärungen  anhand  von  Beispielen.
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x2  C y2 x  − 2 y  x  = 0

c       C = 1  :    x2  y2 − 2 y = 0       ⇔       x2   y − 12 = 1

e1     C =
1
2

 :    x2 
1
2
y2 − 2 y = 0      ⇔      x2 

1
2

 y − 22 = 2

e2     C = 2  :    x2  2 y2 − 2 y = 0      ⇔      x2  2  y − 1
2 

2

= 2

e3     C = 3  :    x2  3 y2 − 2 y = 0      ⇔      x2  3  y −
1
3 

2

=
1
3

h1      C =−1  :    x2 − y2 − 2 y = 0

h2      C = −2  :    x2 − 2 y2 − 2 y = 0

h3      C =−5  :    x2 − 5 y2 − 2 y = 0

Abbildung  11:

Abbildung  12:

Wir  zeichnen  einige  Kurven,  die  bestimmten  Werten  von  C  entsprechen:
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Abb. 11:  Einige  Kurven  der  Gleichung  F (x, C) = 0

F x , C  = x2  C y2 x  − 2 y  x 
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F x , C  = x2  C y2 x  − 2 y  x 
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Abb. 12:  Einige  Kurven  der  Gleichung  F (x, C) = 0
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F  x , C  = x2  C y2 x  − 2 y x 

d F  x , C 
dx

= 2 x  2C y x  y ' x  − 2 y '  x  = 0

x  C y x  y '  x  − y ' x  = 0

C =
y ' − x
y y '

,       y y ' ≠ 0

C    in     x2  C y2 − 2 y = 0    ⇒

x2 
y ' − x
y y '

⋅ y2 − 2 y = 0,        x2 
y
y '

 y ' − x − 2 y = 0

x2 − y  y ' − x y = 0
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x − C1
2  C2 y

2 = 1,       F x , C  =  x − C1
2  C 2 y

2 − 1 = 0

c1  :    C1 = 1,    C 2 = 1,              c2  :    C1 = −2,    C 2 = 1

e1  :    C1 = 1,    C2 = 4,              e2  :    C1 =−1,    C 2 =
1
2

Ma 2 –  Lubov  Vassilevskaya

Erstellung  einer  DGL  für  eine  Kurvenschar:  Erstellung  einer  DGL  für  eine  Kurvenschar:  Beispiel  2Beispiel  2

Abb. 2:  Einige  Kurven  der  Gleichung  F (x, C) = 0
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F x , C  =  x − C1
2  C 2 y

2  x  − 1 = 0

d F  x , C 
dx

= 2 x − C1  2 C2 y x  y ' x  = 0

x − C1  C2 y y ' = 0

d 2 F x , C 

dx2
= 1  C 2 [  y ' 2  y y ' ' ] = 0,      C2 = −

1

 y ' 2  y y ' '

x − C1  C2 y y ' = 0,        x − C1 −
y y '

 y ' 2  y y ' '
= 0

C1 = x −
y y '

 y ' 2  y y ' '

x − C1
2  C2 y

2 − 1 = 0     ⇒

 y y '

 y ' 2  y y ' ' 
2

−
y2

 y ' 2  y y ' '
= 1     ⇔

DGL : y3 y ' '    y ' 2  y y ' ' 2 = 0
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Aufgabe  1:

Bestimmen  Sie  eine  DGL  aller  Kreise  einer  Ebene.

Aufgabe  2:

Bestimmen  Sie  eine  DGL,  die  alle  Kreise  mit  Radius  R = 1
beschreibt,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Geraden  y = 2x  liegen.

Aufgabe  3:

Bestimmen  Sie  eine  DGL  aller  Kreise,  für  die  die  x und  yAchsen
Tangenten  sind  und  die  im  ersten  und  dritten  Quadranten  liegen.

Aufgabe  4:

Bestimmen  Sie  eine  DGL  aller  Kreise,  für  die  die  xAchse  Tan
gente  ist.
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x − C1
2   y − C 2

2 = C3
2 ,      xM = C1 ,     yM = C2 ,     R = C3

Die  kanonische  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  M
und  dem  Radius  R  ist

x − xM 2   y − yM 2 = R2

Für  unsere  Zwecke  werden  wir  die  Gleichung  in  folgende  Form  um
schreiben:

Wir  nehmen  an,  dass  y = y (x)  eine  dreimal  differenzierbare  Funktion
ist  und  differenzieren  dreimal  die  kanonische  Gleichung  des  Kreises.
Das  erste  Differenzieren  gibt  uns  die  Gleichung

x − C1   y  x − C 2 y '  x = 0

Das  zweite  Differenzieren  ergibt  die  Gleichung:

1  y ' 2  x    y x  − C2 y ' '  x  = 0

Das  dritte  Differenzieren  −  die  Gleichung:

3 y ' x  y ' '  x    y x  − C2 y ' ' '  x  = 0

●

● ●

● ● ●
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Wir  setzen  den   Term                        von   Gleichung  ● ●                     y x  − C 2

y − C2 = −
1  y ' 2

y ' '

3 y ' y ' '   y − C2 y ' ' ' = 0 ,    ⇒    3 y ' y ' ' −
1  y ' 2

y ' '
y ' ' ' = 0

3 y ' y ' ' 2 − 1  y ' 2 y ' ' ' = 0

Die  DGL  aller  Kreisen  der  Ebene  hat  die  Form:

in  Gleichung   ● ● ●  ein 
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Abb. L1:  Eine  Darstellung  der  Aufgabe
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Die  Gleichung  eines  Kreises  mit  Mittelpunkt  M  und  Radius  R = 1  ist

x − xM 2   y − yM 2 = 1

Die  Mittelpunkte  aller  Kreise  liegen  auf  der  Geraden  y = 2 x,  d.h.

x − xM 2   y − 2 xM 2 = 1

oder

x − C 2   y  x  − 2 C 2 = 1,        xM = C

Das  ist  eine  einparametrige  Schar  von  Kreisen.  Durch  Differentia
tion  ergibt  sich  aus  dieser  Gleichung:

x − C   y  x − 2 C  y ' x  = 0,       C =
x  y y '
1  2 y '

 x −
x  y y '
1  2 y ' 

2

  y − 2
x  y y '
1  2 y ' 

2

= 1



  

2 x − y  y '  2   y − 2 x 2 = 1  2 y '  2
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⇒    2 x − y 2 1  y ' 2 = 1  2 y '  2

2 x y ' − y y '  2   y − 2 x  2 = 1  2 y '  2
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Abb. L2:  Eine  Darstellung  der  Aufgabe
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Laut  Aufgabe  liegen  die  Mittelpunkte  aller  Kreise  auf  der  Geraden
y = x , und  die  x und  die  yAchse  sind  Kreistangenten,  d.h.

x − xM 2   y − yM 2 = R 2 ,        xM = yM = C ,    R = ∣C ∣

x − C 2   y  x  − C 2 = C 2

Abb. L31:  Zur  Darstellung  der  Aufgabe



  

x − C 2   y  x  − C 2 = C 2

x − C   y  x − C  y '  x  = 0      ⇒      C =
x  y y '
1  y '

x −
x  y y '
1  y ' 

2

  y − x  y y '
1  y ' 

2

=  x  y y '
1  y ' 

2

y ' 2  x − y2   y− x 2 = x2 2 x y y '   y y ' 2

⇒ y ' 2 x2 − 2 x y − 2 x y '  y 2 − 2 x y = 0
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Abb. L32:  Eine  Darstellung  der  Aufgabe
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Die  Gleichung  des  Kreises  der  Aufgabe  hat  die  Form:

x − C1
2   y  x  − C2

2 = C2
2

Das  erste  Differenzieren  führt  auf  die  Gleichung:

x − C1   y − C2 y ' = 0

Das  zweite  Differenzieren –  auf  die  Gleichung:

1  y ' '  y − C 2   y ' 2 = 0      

C1 = x −
y '
y ' '

1   y ' 2

C2 =
1
y ' '

1   y ' 2  y y ' ' 

Die  DGL  aller  Kreise mit  der  xAchse  als  Tangente  ist

y2  y ' ' 2  2 y y ' ' 1   y ' 2 − y ' 2 1   y ' 2
2
= 0
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Abb. L4:  Eine  Darstellung  der  Aufgabe


