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Das Skalarprodukt
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Treideln
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“Treideln” heillt eine Methode, mit der frither Schiffe auf Fliissen
stromaufwarts bewegt wurden. Aufso genannten Treidelpfaden am

Ufer zogen dabei Menschen oder Pferde das Schiff an Seilen. Wie
kann man rechnerisch ermitteln, welcher Anteil der aufgewandten

Zugkraft der Stromungsrichtung entgegenwirkt?
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Mechanische Arbeit
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Abb. 1-1: Die Richtungen F und s sind gleich

Der Begriff Arbeit spielt in der Physik eine zentrale Rolle. So wird
z.B. die Arbeit W berechnet, die man aufwenden muss, wenn man ei-
nen Korper der Masse m lings eines Vektors s (Weg) durch eine kon-
stante Kraft F verschiebt. Stimmen die Richtungen von s und F iiberein,
so gilt
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Mechanische Arbeit
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Abb. 1-2: Die Richtungen F und s sind verschieden

Sind die Richtungen von s und F verschieden, so kann nur der Anteil
von F beriicksichtigt werden, der in Richtungen von s wirkt. Wie kann
man in diesem allgemeinen Fall W berechnen, wenn

neben den Betragen | F'|und |s|auch der Winkel zwischen F und
s bekannt 1st,

F und s nur in vektorieller Darstellung gegeben sind?
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Skalarprodukt zweier Vektoren

Obwohl die Arbeit eine skalare GrofBle ist, ist sie das Produkt von
zwel vektoriellen Groflen, der Kraft und des Weges. Deshalb unter-
suchen wir die Multiplikation von Vektoren.

Da Vektoren sowohl Richtung, als auch Betrag haben, konnen sie nicht
in derselben Weise wie Skalare multipliziert werden. Wir miissen defi-
nieren, was die Operation der Multiplikation von Vektoren bedeutet.
Dabei betrachten wir drei in der Physik wichtige Moglichkeiten:

e die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar,

e die Multiplikation eines Vektors mit einem zweiten Vektor, bei der
das Produkt ein Skalar ergibt,

e die Multiplikation eines Vektors mit einem zweiten Vektor, bei der
das Produkt einen weiteren Vektor ergibt.

Im Folgenden definieren wir die zweite Moglichkeit.
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Polarkoordinatenform eines Vektors
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Abb. 2-1: Zur Definition der Polarkoordinaten eines Vektors
- o X
r = OP = p
‘yp

x = |7|cosp, y = |7|sing

p p

Es ist moglich, einen zweidimensionalen Vektor in Abhéangigkeit seiner
Lange und des Winkels, den er mit der ersten Koordinatenachse ein-
schlie3t, darzustellen, d.h.

COS

sin
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Skalarprodukt

<l

=l

Abb. 2-2: Zum Begriff des Skalarprodukts zweier Vektoren

Definition:

Unter dem Skalarprodukt u-v zweier Vektoren u# und v wird das
Produkt aus den Betrigen der beiden Vektoren und dem Kosinus
des von den Vektoren eingeschlossenen Winkels verstanden

u-v=1ul-|v| -cosp =uv-cosqp (00 < ¢ < 180)
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Skalarprodukt

Aufgabe 1:

Zwei Vektoren u und v sind gegeben, die einen Winkel ¢ einschlief3en.
Zeichnen Sie die GroBe des Skalarprodukts u - v als eine Flache

17]=3, |v]|=2, a)e=30, b)e=45, c)o =60
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Skalarprodukt: Losung 1
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Abb. 2-3a: Die Fldche als Skalarprodukt zweier Vektoren
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Skalarprodukt: Losung 1
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Abb. 2-3b: Die Fldche als Skalarprodukt zweier Vektoren
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Skalarprodukt: Losung 1
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Abb. 2-3c: Die Fldche als Skalarprodukt zweier Vektoren
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Orthogonale Vektoren
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Abb. 2-4: Orthogonale Vektoren

Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren # und v stehen genau
dann aufeinander senkrecht, sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt
verschwindet:

u Ll v
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U
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Orthogonale Vektoren

Die Bedingung der Orthogonalitdt erfiillen z.B. die Ein-

heitsvektoren:
e e =¢ - =0
X y y X

Das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist:

vou=ul-|u| cos0 =|u|*=u?

Der Betrag eines Vektors kann aus dem Skalarprodukt
berechnet werden:

|| =u=Vu-u

Fur die Einheitsvektoren erhalt man:

- - —>2

e e =" =1

e - =|e|* =1
y Ty v

2-6 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Skalarprodukt

Das skalare Produkt zweier Vektoren

y
e -e. =¢ -e =1, e e =¢ e =0
XX yooy Xy yooox
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uvz(u,u) YN=u_ v _+u_v
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Skalarprodukt

Rechengesetze flir Skalarbildung:

Kommutativgesetz: u -V =V - U

Distributivgesetz: u-v+w)=u-v+u-w

u-v = |ul|l-|v] cosp = u, v tu, v,

Der von diesen Vektoren eingeschlossene Winkel ist

cos = Ty, _ uxvx—l—uyvy
- |V \/uz—l-u2 -\/vz—l—v2
X y X y
-
(p = arccos| — -~
[l v
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Skalarprodukt

u-v=1lul-|v| cos0

Weil in der Definition des Skalarprodukts der Faktor
cos 0 1in Abhangigkeit vom Winkel positiv, null oder
negativ sein kann, gilt dasselbe auch fir das Skalar-

produkt zweier Vektoren.
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Kosinus
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Abb. 3-1: Das Zeichen der Kosinusfunktion in jedem Quadrant

cos (—0) = cos 0
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Kosinus
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Abb. 3-2: Die Kosinusfunktion

cos (180 — 0) = —cos 0
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Kosinus
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Abb. 3-3: Die Kosinusfunktion

cos (180 + 0) = —cos 0
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Kosinus
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Abb. 3-4: Die Kosinusfunktion

cos (90 + 0) = —sin 0
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5-1

cos0 =1,

Das Skalarprodukt ist positiv

Einige Kosinuswerte im ersten Quadrant

cos 30 = \/5 cos45 = \/5

> > cos600=%, cos90 = 0
v
¢
=2
u
. @ =0, u-v=1a-9>0

=Y
<
v
o
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Das Skalarprodukt ist gleich null
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Das Skalarprodukt ist negativ
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5. ¢ =180, u-v = —|u|-

5-3 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Skalarprodukt: Aufgabe 2
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Bestimmen Sie die Skalarprodukte u+v und w- (-v) fiir

a) lil=2, Pl=v3, <30
b) [ul=4, [9|=12, ¢ <60
¢) lal=v2, [Bl=3V3, o¢<120
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