Matrizen und Determinanten, Aufgaben
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Al

A2

A3

Multiplikation von Matrizen

Bestimmen Sie die Dimensionen folgender Matrizenprodukte. d.h. die Zahl der Zeilen und Spalten.
Die Schreibweise A(; vykennzeichnet, dass die Matrix A i Zeilen und k Spalten hat.

a) Aap) - Bws), b) A - B33 4), ¢) A9 - Bo)), d) Aa,1y - B33,
e) Az a - Bu1y - Ca2), N AGss B - Cag), 8) A6 " Bi,o) - Ce,1)s

h) Ausy - Bisz) - Cary - Doy, i) (Aap) - B(2,4))T - C3,9), DAz - (Bay - C(7,2))T .

1 -7 3 a
-4 -2 1 0.

Die Matrizen A, B, C, D und G sind gegeben:

a b ¢
X 1 2 3 4
A=(1,2), B_(y)’ C—[d e f], D—(_4 1 3), G =

g h i 0 —-a —a 11

Geben Sie an, welche Matrizenprodukte
AB, A"B, BA, BB', c'D, cDp'", D'A, D'G, DD'", DG', GG', G'G.

existieren und bestimmen Sie die Dimensionen der entsprechenden Matrizenprodukte.

Beispiel:

Das Produkt zweier Matrizen M| und M; ist nur dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten der
Matrix M gleich der Anzahl der Zeilen der Matrix M, ist. Das Produkt AD existiert, weil die Matrix

A zwei Spalten und die Matrix D zwei Zeilen hat. Die Produktmatrix hat Dimensionen (1,4). Das
Produkt ADT existiert nicht, weil die Matrix DT vier Zeilen hat.

AD = A(1,2) . D(2’4) = M(1’4), ADT = A(LZ) . (D(2,4))T = A(1,2) . (DT)(4,2) — ist nicht definiert.
Die Matrizen A, B, C und D sind gegeben:

-1 10 1 -2 2
A=(1,2), B=(3) c=(2_4) D:@ _13)

Geben Sie an, welche der Matrixprodukte
AAT, AB, A"B, B'A, BB', B'B, c'D, cD", D'A, DD', D'D.

existieren und bestimmen Sie diese Produkte.

A4 Bestimmen Sie die Unbekannten a, b, ¢ und d so, dass alle Matrizenterme definiert sind.

a) Aoy B, 4), b) Ai5.4) - Ba, by + C(5.4) A)Ag,a  Bw,oy + Ca,6),
d) Ai2,q) - Ba,p) + Ca2,6) - D, 11, e)Aw,b) - Bi,e) + C7,2) - D, 3)-

A5 Priifen Sie, ob das Produkt der Matrizen A und B kommutativ ist

2 0 11 30 10
a>A=(1 1), B:(_l O), b)A=(O 1), B:(_IO _2),

30 01
@A=(02) B:(qo)



A6

A7

A8

A9

Al10

All

A und B sind beliebige n-reihigen Matrizen. Unter welcher Bedingung ist die Matrizengleichung
(A-B)A + B) = A*> - B, analog zu der bekannten binomischen Formel (a — b)(a + b) = a® - b,
erfiillt?

A und B sind n-reihige Diagonalmatrizen: A = diag (a;,az, ..., a,) und B = diag (b1, ba, ..., b,).
Berechnen Sie A + B, cA (c € R) und AB.

Bestimmen Sie (B (2A + B)))? , wenn fiir alle x gilt:

X1 Xy — X3 X2
X = x|, A-X= X1 , B-X= 2x3 |.
X1+ Xx3 X1
Bedenken Sie dabei, dass die Multiplikation von Matrizen assoziativ ist, das heilit (M - N) - K =
M - (N - K).

Bestimmen Sie:
3 5 n
1 -1 1 1 2 -1
oy 3) ofos) o5 5)
Bestimmen Sie die n-te Potenz der Rotationsmatrix R:

R [C0s¢ —sing
“\sing  cosg )

Eine Bandmatrix ist eine Matrix, bei der neben der Hauptdiagonalen nur eine bestimmte Anzahl der
Nebendiagonalenelemente ungleich null sind. Die Matrizen A und B sind Bandmatrizen. Nur die
Elemente der Hauptdiagonale und der ersten Diagonale dariiber sind 1. Bestimmen Sie die angege-
benen Potenzen der Bandmatrizen A und B. Sie konnen dafiir Computerhilfsmittel benutzen. Was
konnen Sie iiber eine Potenzmatrix sagen?

A’=? B= B =?

0

0
A= L
1

S = = O

11
0 1
0 0
0 0

OO OO -
OO O = =
S O = = O
O = = O O
_a_-0 O O



1.1. Losungen
L1

a) Az - Bas) = (Ma)s.s), ¢) Aoy - Bo2) = (Mp)2.2), ) Aga) - By - Caa) = (M),
8) Age) " Beo - Ciony = Madgn, 1) Aus) - Bisz) - Car - Dazy) = (M),
) (A(3,2) : B(2,4))T -Cio = ((A -B) T)

4z €69 = Mp)ao).

Nicht definiert sind folgende Matrizenprodukte:
b) A4 - B4, d) A1) - B33, N AGss) - Bisg) - Cag), N Aas - (Bay - Can)'.
L2 Die A, B, C, D und G haben folgende Dimensionen
A=Aup, B=Bpi, C=Cz3, D=Dpa, G=Gg3u,

ihre transponierten Matrizen haben die Dimensionen

AT =Ny, BT =B")a2, C'=(C"a3, D' =DMy, G =G )us).

AB = Aqp) - Bay = (Mo, BA = B,y - A1) = (Mp)2.2),

BB" = Bu1y - (BT )2 = (M), DD" = D4y - (DNu2) = (Moo,
DG = D4y - (GNaz = (Me)23), GG" =Giay- (GMuz = (Mp)a3),
G'G=(GNus - Gaa = M.

(M), ist ein Skalar, die Matrizen M,, M., My, My und M, sind quadratische Matrizen.
Nicht definiert sind folgende Matrizenprodukte:

ATB=AN)ar - Ba, C™D =(CT)i3 - Do, CD" = Cazy - (DM un),
DTA = (D")un) - A, DTG = (D)o - Gia.

L3 Die A, B, C und D haben folgende Dimensionen
A=Aq2, B=Bqan, C=Cpz, D=Dgj3),

ihre transponierten Matrizen haben die Dimensionen

AT =ADay, BT =BNa2, CT'=(C")a2, D' =D")a2).

AAT = Aqo) - (ADan = M., AB =A@ - Baay) = (Mp),1),

BB” = Bo (BT )12 = (Mo)22), B"B=(B")i2 By = (M.,
C™D =(CHpo Doz = (M3, DD" = Da3y - (DT)a2) = (My)22),
DD = (D")32) - Daj) = (M35,



Nicht definiert sind folgende Matrizenprodukte:
ATB=A") a1 - Ba, BTA =Bz Au), DTA=(D"32 -Ano,
CD” =Cpa) - (D)2

AAT =5, AB=5, BB' :(_13 ‘93), BTB = 10, CTD:((; —14 _83)
DDY = (E? 1?))’ DD = [—12 52 —27]
2 -7 13
L4
a)Ap3) - B4y = Mp4, a=3, b) Asay - Bap +Cisay = Mis.ap, a=4, b=4,
)A,a)  Bw,ey+ Ci7,6= M3, a=b, a,beN, a,b>0, c=6,
d)Auz,a) - Bapy + Caz,6) - Die,11y = Mz, 1y, a=3, b=11, c=6,
e)Aw,p) - Bis,e)+Ca,2)- Dagy =Mag, a=7, b=5 c=8, d=2.
L5 Das Produkt der angegebenen Matrizen A und B ist nicht kommutativ:

a)AB=(2 2), BA=( 3 1), AB # BA,

01 -2 0
-3 0 -3 0
b)AB_(_lo _2), BA_(_30 _2), AB # BA,
0 3 0 2
c)AB—(_2 0), BA_(_3 0), AB # BA.

L6 Das Matrixprodukt (A — B)(A + B) ist nur dann gleich A? — B? wie fiir die reellen Zahlen, wenn das
Produkt der Matrizen A und B kommutativ ist, also AB = BA:
(A—B)A+B)=A*+ AB— BA - B~

L7

A+ B =diag(a + by, a + by, ..., a, + by), cA = diag (cay, cay, ..., cay),
A - B =diag(a1by, azby, ..., ayby).

L8 Die Multiplikation von Matrizen ist assoziativ, das heiit (M - N)- K = M - (N - K):
(BRA+B)X=B((A+BX)=BQRA-X+B-X)=BY, Y=24A-X+B-X,

X2 — X3 X2 2(x2 — x3) + x2 3x2 —2x3 i
Y=24X+BX=2| x |+|2x|=| 2xi+2x3 |=|2xi+2x3]|=|»|,

x|+ x3 X1 2(x1 + x3) + x1 3x1 +2x3 3
V2 2x1 +2x3 2x1 +2x3
BY =| 2y3 | =] 2GBx; +2x3) | =| 6x1 +4x3 |.
Y1 3)@ - 2X3 3x2 - 2X3



L9
)1—13_1—2 b)115_131
D\ 2) Tl2 =5 ) 0 2] "o 32)
2 -1\" (1 0\ 2 -1\" (2 -1} ..
c)(3 _2) _(O 1) fiir gerade n, (3 _2) —(3 _2) fiir ungerade n.

L10

R_[CcOs¢ - sin ¢ R2 = [ €08 2¢) —sin(2p) a [ cos(ngp) —sin(ng)
sin ¢ cosp )’ sin (2¢) cos (2p) |’ |\ sin(nyp) cos (np) |

Die Matrix R beschreibt eine Drehung um den Winkel ¢. Die Matrix R beschreibt zwei nachein-
anderfolgende Drehungen um den gleichen Winkel ¢, also eine Drehung um den Winkel 2¢. Die
Matrix R" beschreibt eine Drehung um den Winkel ne.

Li1

1100 1 210 1 3 3 1

1o 110 > [0 1 2 1 5 |01 3 3

A=lo 01 1| A=lo 01 2| A =lo 01 3/
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
1100 0 1 210 0 1 3310
01100 01210 013 3 1

B=|0 0 1 1 0], B=|0 0 1 2 1], B=|0 01 3 3],
0 00 1 1 0001 2 0 001 3
0 00 0 1 0 0001 0 0001
1 4 6 4 0 1 5 10 10 5
01 4 6 4 0 1 5 10 10

B*=[0 0 1 4 6|, B=(0 0 1 5 10}
0 00 1 4 00 0 1 5
0 00 01 00 0 0 1

In den Zeilen und in den Spalten dieser Matrizen stehen Binomialkoeffizienten:

n!

C(l’l,k) = m



2. Determinanten

A1l Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen

Doy (awy (L2
A=l2 1 o B=[-6 5 4|, c=| T o L
3 25 2 00 O

A2 Priifen Sie am Beispiel der Matrizen A und B die Determinanteneigenschaft

det(A - B) = (detA) - (detB).

01 -4 3 0 1
a)A:(_13 12) B:(__32 ?) byA=|-2 1 0|, B=|-1 1 -2].
1 2 -1 2 1 0
A3 Bei welchen Werten des Parameters a ist die Matrix M singulér/regulér?

) 6 1 2 0 -2 0 0
a)M:(3 ), bhyM=|({0 a -2, ooM=|1 3a -1].
4 13 -1 0 3 -a

A4 Priifen Sie mit Hilfe einer Determinante, ob die Vektoren @, & und ¢ linear abhiéngig oder unabhiingig
sind.

ayd=(1,46), b=(,-1,1), 2=(1,1,3),
ba=@2,-3,1), b=(@3,-1,5, &=(,-4,3),
d=(543), b=(3,32, &=813),
d)d=(2,0,2), b=(,-1,0), &=(0,-1,-2).



2.1. Ldsungen

L1
1 -3 —4 -1 2 3 . _22 3 g
dtA=|2 1 0 =63, detB=|-6 5 4|=14, detC= =-2.
1 3 00
3 -2 5 20 0 IR

L2 Am Beispiel dert Matrizen A und B wird die Determinanteneigenschaft det (A - B) = (detA) - (detB)

gepriift.
1 2 -2 0 -8 2
oa=(s 1) o=(5 ) a5 0)
detA =7, detB=-2, det(A-B)=-14,
01 -4 3 0 1 -9 -3 -2
byA=|-2 1 0|, B=|-1 1 =2, A-B=|-7 1 -4/,
1 2 -1 2 1 0 -1 1 -3
detA =18, detB=3, det(A-B)=54.

L3 a) Die Matrix M ist singulér fiir @ = 9 und regulir fiira # 9. b) Die Matrix M ist singulér fiir a = 2
und regulir fiir a # 2. ¢) Die Matrix M ist singulér fiir a = +1 (detM = 6 (a* — 1)) und reguldr fiir
a# %l

L4 Drei 3-dimensionale Vektoren sind linear unabhzngig, wenn das Spatprodukt a - (l; X ) nicht gleich
null ist. @) Die Vektoren @, b und ¢ sind linear abhéngig:

1 4 6
a-bxd=|1 -1 1]|=0.
1 1 3

b) @- (b x & = 35 — linear unabhiingig,
¢)@- (b x &) = 0 linear abhingig,
d)a- (5 X &) = 2 — linear unabhéngig.



3. Inverse Matrix

A1l Invertieren Sie, falls moglich, folgende Matrizen
35 2 2 0 4
a=(35) m=o ) =V )
A2 Kann die Matrix N die Inverse der Matrix M sein? Falls ja, geben Sie bitte die Werte der Parametern

mund n an:
30 0 m
w=(o 3) v=(5)

A3 Kann die Matrix A eine Inverse besitzen?
5 5 -1 0 2 -2 -4
a)A_(3 3), b)A—(_3 1 4), c)A_(_3 _5).

A4 Welche Matrix ist die Inverse der Matrix M?
-2 5 3 -1 -3 5
(72 (5 3) e=(7 )

a)M=(53 21) A=(_25 _;), B
Y RN T T

1 2 -1 4

-15 7
c)M:(_5 2):

1(2 -7 -3 -14 -04 14 04 -14
A‘§(5 —15)’ B‘(—l 0.4)’ C‘(—l 3)’ D‘(l —3)'
A5 Kann die Matrix N die Inverse der Matrix M sein? Falls ja, geben Sie bitte die Werte der Parametern
m und n an:

51 m 0 2 2 3
")M:(ﬁ o)’ N=(1 n)’ b)M:(6 3)’ N=’"(6 —2)'

A6 Gegeben sind die Matrizen A, B, C und die Produktmatrizen (AB)Z, CCT und BC. Welche Matrizen
sind invertierbar?
1 -2 1 -2 1 2 3
=5 ) m=(0 D) e=l0 25)

A7 Fiir welche reellen Werte von a sind die Matrizen M7 und M,
a) symmetrisch, b) antisymmetrisch, c¢) invertierbar, d) singulédr?

5 0
M12(3 ;) M22(9 g)

A8 Fiir welche Werte des Parameters a ist die Matrix M invertierbar?

a 1 1
M=|1 a -1
1 1 a



3.1.
L1

L2

L3

L4

L5

L6

Losungen

Die Matrizen A und B sind nicht invertierbar, da ihre Determinanten null sind. Die Matrix C hat eine
Inverse:

(0 4 _ L L1 -4\ 1 (11 4
C‘(l 11)’ detC=-4. C= __4_1(—1 o)‘Z( 1 0)'

Die Matrix N kann nicht die Inverse der Matrix M sein, da ihre Diagonalelemente null sind, wihrend
die Diagonalelemente von M nicht null sind. Sie konnen das auch durch die Matrizengleichung
priifen. Ergibt sich als Produkt von M und N die Einheitsmatrix, so ist N die Inverse von M.

a) Nein. Die Matrix A ist eine singuldre Matrix, ihre Determinante ist null. ») Nein. Die Matrix A
ist keine quadratische Matrix und ist somit nicht invertierbar. ¢) Ja. Die Matrix A ist eine regulire
Matrix (ihre Determinante ist nicht null), sie hat eine Inverse.

Die Inverse einer 2-reihigen Matrix A wird auf folgende Weise bestimmt: Diagonalelemente werden
vertauscht, die Elemente der Nebendiagonale werden mit -1 multipliziert. Die Matrix wird durch

det A dividiert.
ap am -1 1 azy —dap
A= s A" = .
(azl ar ) det A (—6121 ahl )

(3 1), (2 -
a)M_(S 2). M _A_(_S 3),

(4 9. 4. (-2 9
b)M—(l 2). M _B_(l _4),

(=15 7\ . (04 -14
c)M_(_S 2). M _A_D_(l _3).

a) Nein, die Matrix N kann nicht die Inverse der Matrix M sein, da miisste z.B. m = 0 sein. Dann
hitte N eine Nullzeile und die Determinante wére null. Man sieht auch, dass das Produkt von M und
N nicht die Einheitsmatrix sein kann:

5 1 m 0 Sm+1 n
MN‘(6 0)'(1 n)_( 6m 0)'
b) Ja, die Matrix N ist bei m = 1/6 und n = 2 die Inverse der Matrix M:

(2 2 413 2 O L(=3 2\ (-3 n
M= (6 3)’ M ‘8(6 —2)’ M==N: 6(6 —2)""(6 —2)’

Die Matrix A ist nicht invertierbar, da detA = 0. Die Matrix B ist invertierbar, da det B = 4. Da C
keine quadratische Matrix ist, ist sie nicht invertierbar. Die Matrix (AB)? ist nicht invertierbar:

det (MN) = det M - det N,
det ((AB)*) = det ((AB) - (AB)) = det (A) det (B) det (A) det (B) = 0-4-0- 4 = 0.

9



Die Matrix CCT ist invertierbar:

ccT=(174 170), det (ccT)=91.

Die Matrix BC ist nicht invertierbar, da sie keine quadratische Matrix ist: BC = By - Ca3 = M>3.

L7 Die Matrix M ist fiir a = 3 symmetrisch. Fiir keinen Wert von a kann sie antisymmetrisch sein. M
ist invertierbar fiir a # 10/3, und sie ist singulér fiir @ = 10/3.
Die Matrix M, ist fiir a = 9 symmetrisch und fiir ¢ = —9 antisymmetrisch. Sie ist fiir a # 0
invertierbar und fiir a = 0 singulér.

L8 Die Matrix M ist invertierbar fiir alle Werte des Parameters a auf3er O, +1:

a 1 1
M=|1 a -1|, detM=d>-a=a@-1),
1 1 a

detM=0: a@-1)=0, a=0,=I.

10



4. Matrizengleichungen

A1l Die Matrizen A und B sind gegeben. Gesucht ist eine Matrix X, die die Gleichung AX = B erfiillt. a)
Welche Dimension muss X haben? b) Bestimmen Sie die Matrix X.

-1 1 1 3
A: 0 2 s B: 4 6
-3 1 -1 3

A2 Die Matrizen A und B seien invertierbar und ihr Produkt sei kommutativ. Zeigen Sie, dass die vier
Gleichungen &dquivalent sind:

AB=BA, BA'=A"'B, AB'=B'A, A'Bl'=pBlAL
A3 Nehmen Sie an, alle Matrizenmultiplikationen der folgenden Gleichungen seien ausfiihrbar. Losen
Sie die Matrizengleichungen nach X auf. Unter welchen Voraussetzungen ist das moglich?
a)AX-CB=F+CD+X, b) XA -7TB =3X - XC + DA,
¢) (AX")' - XB-9X = E.

11



4.1. Losungen

L1 Die Matrix X ist eine quadratische 2-reihige Matrix:
A32) - Xmn) = B3, m=2, n=12, X =Xe2).

Um die Elemente der Matrix X zu bestimmen, wird die Matrizengleichung aufgestellt:

-1 1 b 1 3 —-a+c¢c -b+d 1 3
02-(“d)= 4 6], 2¢ 2d |=| 4 6}
3 1) \° -1 3 Ba+c -3b+d) \-1 3

Diese Matrizengleichung entspricht einem linearen Gleichungssystem mit 6 Gleichungen und 4 Un-
bekannten. Die Losung dieses Gleichungssystems ergibt: a=1,5=0,c=2,d = 3:

X:(Zl g)

L2 Als Beispiel zeigen wir, dass die Gleichungen AB = BA und BA~! = A~ B iquivalent sind:

AB = BA (- A™! von links)
B=A"'BA (- A" von rechts)
BA™' = A7'B.

L3

a) AX-CB=F+CD+X, AX-X=F+CD+CB, AX-EX=F+CD+CB,
(A-E)X=F+C(D+B), X=A-E “F+CD+B)),

b) XA-TB=3X-XC+ DA, XA -3X+XC = DA+ 7B, 3X=X-3=XE-3=X"-3E,
X(A-3E+C)=DA+1B, X=(DA+7TB)(A-3E+C)!,
¢) (AX"HT —XB-9X =E, X"YTAT ~XB-9X =E, XAT - XB-X-9E = E,
X(AT -B-9E)=E, X=EWA'-B-9E)!' =" -B-9E)".
Gleichung a) hat dann eine Losung, wenn Matrix A — E eine Inverse besitzt, Gleichung ) hat dann

eine Losung, wenn Matrix A — 3E + C eine Inverse besitzt, Gleichung ¢) hat dann eine Losung, wenn
Matrix AT — B — 9E eine Inverse besitzt.

Bemerkung 1: Um X in AX — X, XA — 3X und XB + 9X auszuklammern, schreiben Sie die Matrix X
als Produkt von X mit einer Einheitsmatrix:

X =EX=XE.

Bemerkung 2: In der Losung der Gleichung c) haben wir folgende Eigenschaft transponierter Matri-
zen benutzt: (AB)T = BTAT.

12



5. Lineare Gleichungssysteme

A1l Bestimmen Sie alle Losungen folgender linearen Gleichungssysteme fiir a € R:

) x+ay—-1=0, b x—2y:4i§, | 3x +ay = 54°,
a c
ax—3ay—(2a+3)=0, 3x—y=%, 3x —ay = d’.
A2 Bestimmen Sie alle Losungen folgender linearen Gleichungssysteme:
x+2y+3z=2, x+2y+3z=28,
a) x+y+z=2, b) {3x+y+z=06,
3x+3y+z=0, 2x+y+2z=6.
A3 Bestimmen Sie alle Losungen folgender linearen Gleichungssysteme:
2x+y+z=17, 3x—4y+5z=18, 10x -9z =19, 2x+3y-2z=9,
a){ x+2y+z=38, b) { 2x + 4y — 3z = 26, c) 4 8x—y=10, d) I x-2y+z=23,
x+y+2z=9, x—6y+8z=0, y—12z =10, x+2z=2.
A4 Bestimmen Sie alle Losungen folgender linearen Gleichungssysteme:
X1+X2+2X3+X4=3, 2x1+3x2+11x3+5x4=2,
) 2x1+3x2 +5x3+3x4 =9, b) X1+ X2 +5x3+2x4 =1,
a
X1 — X2 + 2)63 = -3, 2)61 + X7 + 3X3 + ZX4 = -3,
2x1 +2xp + 6X3 +4x4 = 8, X1+ Xx2 + 3X3 +4x4 = -3,

2x1 +X2—X3—3X4=2,
4)61 +X3—7X4=3,
ZXQ—3X3+X4= 1,

2x1 4+ 3xy —4x3 —2x4 = 3.

A5 Schreiben Sie folgendes lineares Gleichungssystem in Matrizenform AX = C und bestimmen Sie
die Unbekannten x, y und z mit Hilfe der inversen Matrix A~!:

x+2y+2z+7=0,
2x+y—-z-1=0,
3x-y+2z-2=0.

A6 Fiir welche Werte des reellen Parameters a hat das Gleichungssystem keine Losung?

ax—4y=a+1,
2x+(a+6)y=a+3.

13



A7 Bestimmen Sie die Losungen folgender linearen Gleichungssysteme (x, y, z € C):

) 3x+2y—iz=2+1, 2x+4y+3z=9,
3x-y=3-17i, ) . i
) b) { 2x -4y +iz=-8+2i, ¢) 4 3x+4z=7-1,
2x+3y =13+ 10i, i ) )
6x + 3y —2iz=6+1, 2x — 2y = —6i.

A8 Bestimmen Sie die Gleichung einer quadratischen Funktion y = ax? + bx + ¢, deren Graph durch die
Punkte P;, P, und P3 verlduft:

a)Pi=(2,-4), P,=(-1,1), P3=(1,95); byP1=(05,1), P,=(1,1), P3=(@3,)9).

14



5.1. Losungen

L1
G : x+ay=1,
a)
Gy: ax—-3ay=2a+3,
2a + 6
3Gi+Gy: B+ax=2a+6, x= =2, a#+-3,
3+a
1 1
G : ay=1-x=-1, y=——, a#0; (x,y):(Z,——), a#+-3,0,
a a
B (o) = | —— ) £-22. (= 2), a0
xyy_a_272+a7 a 9~ c xay_aa aa a .
L2

Gi: x+2y+3z=2,
a){Gy: x+y+z=2, x=5 y=-6, z=3.
G3;: 3x+3y+z=0,
Mit folgenden Zeilentransformationen kann die Losung bestimmt werden: Zuerst wird aus den 2. und

3. Gleichungen x eliminiert: G, = G, — Gy, G3 = G3 — 3G,. Dann wird aus der neuen Gleichung
G5 die Unbekannte y eliminiert: Gs - 3G,.

Gi: x+2y+3z=8,
b) $Gy: 3x+y+z=6, x=1, y=2, z=1
Gy: 2x+y+2z=6,
Mogliche Zeilentransformationen: 1) — 3G + G, = G1, —2G1 + G3 = G3 2)3G, - 5Gs.
L3 a)yx=1,y=2,z2=3; b)x=8,y=4,z=2; o)x=1,y=-2,z=-1;, d)yx=4,y=0, z=1.
L4 a) Das lineare Gleichungssystem hat einzige Losung: x; = 1, xp =2, x3 = -1, x4 = 2.

Moglicher Losungsweg: 1) Go — 2Gy, Gz — Gy, G4 — 2Gy, 2)G3 +2G,, 3)Ga — Gs.
Dann hat die erweiterte Koeffizientenmatrix der Gleichung die Form:

1121 | 3
o1 1 1 | 3
@le)= 0021 1] 0
0001 | 2
b) Das lineare Gleichungssystem hat die einzige Losung: x; = -2, x =0, x3 =1, x4 = —1.

c) Das lineare Gleichungssystem hat unendlich viele Losungen:

21 -1 =3 | 2 2 1 -1 =3 | 2 1 (3 =1+ 7u)/2
a0 1 -7 3 0 -2 3 -1 | -1 L x| [a+3-wp2
@o=1y 2 3 1] 7 lo o o o | ol *Txn|
23 —4 -2 | 3 00 0 0 | 0 X4 "
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L5

L6

L7

L8

xX+2y+z=-7, 1 2 1 | -1 5 3
2x+y—z=1, A-X=2: A=|2 1 -1}, A—lzE 7 1 =3,
3x—-y+2z=2, 3 -1 2 5 -7 3
-1 5 3\ (-7 1 x 1
i=A" c=re| 71 B =3 w=|yf=|-3
5 -7 3 2 -2 z) \-2
ax—4y=a+1, L (a -4 ) (x) (a+1)
A-X=7¢: . = ,
2x+(a+6)y=a+3, 2 a+6 y a+3

(A|3)=(g -4 |a+1)'

a+6 | a+3

In der erweiterten Koeflizientenmatrix (A | ) wird die erste Zeile als Z; bezeichnet: Z; = (a, —4, a+
1), die zweite Zeile als Z, also Z, = (2, a+6, a+ 3).

271 —aZy : (a —4 | a+1

0 —a(@+6)—-8 | -a*>—a+2)]"

Das lineare Gleichungssystem hat keine Losung, wenn das Element —a (a + 6) — 8 der erweiterten
Matrix null ist und auch das Element —a® — a + 2 gleich null ist. Zuerst werden die Wurzeln der
Gleichung —a(a + 6) — 8 = 0 bestimmt, und dann wird gepriift, welche Wurzeln die Gleichung
—a®> —a+2=0hat.

—a(@+6)-8=0, a*+6a+8=0, a=-4, a=-2,

—az—a+2:0, ar=1, a=-2.

Man sieht, dass bei a; = —2 beide Gleichungen null sind. Das bedeutet dass die entsprechenden
Elemente der Matrix null sind und das lineare Gleichungssystem unendlich viele Losungen hat:
0-y = 0. Bei a; = —4 hat das Gleichungssystem entsprechend der Gleichung 0 - y = —10 keine
Losung.

aA)x=2-i,y=3+4i, byx=i,y=2+i,z=4, c)x=1-3i,y=1,z=1+2i.

a)y=-x*+2x+4, b)y=2x"-6x+5.
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6. Rang einer Matrix

A1l Bestimmen Sie den Rang folgender Matrizen

4 4 0
4 6 4
10 12 4
2 3 2
2 -1 3
4 =25
2 -1 1

3

R —m —m

~N NN =

17

1 4

., Cc=|25
36

3 -1

5 -3
H=11 3
7 -5

O W



6.1. Losungen
L1 Rg(A) =3, Rg(B) =2, Rg(C)=2, Rg(F)=2, Rg(G)=3, Rg(H)=3.
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7.1.

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

Tests
Test 1
Bestimmen Sie die Unbekannten a, b und ¢ so, dass alle Matrizenterme definiert sind.
a) Aa6) * Ba.b) + C3.4), d) A©,a)* B3.p) + C9,6) " Dic, 11)-

Bestimmen Sie die 4. Potenz der Matrix A. Gewinnen Sie daraus auch die 6. und 10. Potenz der
Matrix A. Geben Sie die allgemeine Formel fiir A>" an.

1 i
A=y )

a) Priifen Sie, ob die Vektoren d, b und ¢ linear abhéngig/unabhingig sind?

d=(1,1,1), b=(0,1,1), &=(0,0,1).
b) Bei welchen Werten des Parameters a sind die Vektoren @, b und & komplanar?

a=(-1,-1,2), b=(0,1,0), 2=(1,0,a).

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A:
-1 -3 0 3
-2 1 0 O
A= -3 2 0 0o
-2 1 1 0

Welche Matrix ist die Inverse der Matrix M:
4 7
w=(* 1)
4 -7 2 =7 -4 1 -2 7
T A A Gl IS PR

Gegeben sind die Matrizen A, B, C. Welche der Matrizen A, B, C und der Produktmatrizen (AB)?,
CTC und AC sind invertierbar?

1 -3
1 2 12 -3
A:( ) B:( ) c=lo 2|
35 -2 05 S
Fiir welche Werte des Parameters a ist die Matrix M singulér?

1 a 3

MM=v93y hyM=|0 4 -1|.
-4 a
1 —a O

Nehmen Sie an, alle Matrixmultiplikationen der folgenden Gleichungen seien ausfiihrbar. Losen Sie
die Matrizengleichungen nach X auf.

a) AXB+2C = CB, b) ABX = 2AC - B.
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7.1.1. Test I: Losungen

L1

L2

L3
L4
L5

L6

L7

a)a=6,b=4; bya=3,b=11,c=6.

(! ‘ 2 (4 O\ _ g 3_42.4_92 _
A—(_3l. _1), A _(4 O)—4E_2E, A’ =A% A=2°E-A=4A,

A% = 4A% = 16E = 2*E, A% = 2°F, A0 =210F

Allgemeine Formel fiir A>" :  A*" = 22"E.

Die Vektoren @, b und & sind linear unabhingig, da die Determinante det (d, b, ¢) = 1ist.
detA = 3.
Die Matrizen B und D sind die Inversen der Matrix M.

Die Matrix A ist invertierbar, da detA = —1. Die Matrix B ist nicht invertierbar, da det B = 0. Die
Matrix C ist keine quadratische Matrix, sie ist also nicht invertierbar. Die Matrix (AB)? ist nicht
invertierbar:

det ((AB)z) = det ((AB) - (AB)) = det(A)det(B)det(A)det(B) =(-1)-0-(-1)-0=0.
Die Matrix CT C ist invertierbar:

cTc:( _57 17) det (C"C) = 36.

Die Matrix CA ist nicht invertierbar, da sie keine quadratische Matrix ist: CA = C32)-A2) = M3 ).

Die Matrizen M sind invertierbar fiir alle Werte des Parameters a aufler a = 4/3 im Fall a) und
a = —6 im Fall b):

- 4
a)M:(_j 2), detM =-9a+12=34-3a), detM=0: 4-3a=0, azg,
1 a 3
bhyM={0 4 -1|, detM=-2(a+6), detM=0: a+6=0, a=-6.
1 —-a O

a) AXB +2C = CB, X=A"'C(E-2BY,
b) ABX = 2AC - B, X=B'2Cc-A"'B).
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7.2. Test3

A1l Bestimmen Sie:

(1)

A2 Berechnen Sie die Determinanten folgender Matrizen:

1 1 1 1 02 2 2
1-1 1 1 2 0 2 2
A= 1 1-1 1] B_2202'
1 1 1-1 2220

A3 Bestimmen Sie die Inverse der Matrix A:
Ao (c9s¢ —sintp)‘
sing  cosg
A4 Bestimmen Sie Losungen folgendes linearen Gleichungssystems:

x—y—-z+u=0,
2x+ 2z =28,
-y—2z=-8,
3x-3y—-2z+4u=1.

A5 Fiir welche Werte des Parameters a ist die Matrix M regulir?
1 1-a 1+a
M=|1 1+a O
0 a -1

A6 Nehmen Sie an, alle Matrizenmultiplikationen der folgenden Gleichungen seien ausfiihrbar. Losen
Sie die Matrizengleichungen nach X auf.

a) BX + 12X = A, b) XAB +2XB =2C - 3B.

A7 Bestimmen Sie den Rang der Matrix A

2 -1 1 4
1 0 1 5

A= 4 -1 3 14
3 -1 2
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7.2.1.  Test 3: Losungen
L1

L2 detA = -8, detB = —48.

L3

cosg —sing Al = cosgp sing
sing  cose )’ | —sing cosp )’

L4 ¥=(1, 2,3, 4).

L5

1 1-a 1+a
M=|1 1l+a 0 |, detM =d®>-a=a(a-1),
0 a -1

detM =0, a(a—1)=0, ar =0, ap=1.
Die Matrix M ist regulér fiira # 0, 1.

L6

a) BX + 12X = A, X = (B+ 12E)7'A,
b) XAB + 2XB = 2C - 3B, X =QCB'-3E)A+2E)"".

L7 Rg(A) =2.
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