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Inverse Matrix: Beispiel
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Um die inverse der Matrix 4 mit GauB3-Jordan-Algorithmus zu bestimmen,
wird eine Folge von elementaren Zeilenoperationen durchgefiihrt. Aus der
Matrix A und der Einheitsmatrix £ wird eine sog. Blockmatrix (4 | E) ge-

bildet
17 — 1 02 | 100
2Z > |-1 30 ] 010
37 = 1 11 |00 1

Die linke Seite der Blockmatrix, die Matrix A4, wird durch eine Folge von
elementaren Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix umgeformt.

1 00 | * * *
01 0 | * * *
0 0 1 | * * *
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Inverse Matrix: Beispiel

1) Erzeugung der Nullen der 1. Spalte: fiir die Null der 2. Zeile addieren
wir die 1. und die 2. Zeile, die Null der 3. Zeile erhalten wir durch Ab-

ziechen der 1. von der 3. Zeile.

10 2 | 1 00
03 2 | 1 10
01 -1 |-1 0 1

2) 2. und 3. Zeilen werden vertauscht (fiir die 1 beim Element 2,2)

10 2 | 1 00
01 -1 |—-1 0 1
03 2 | 110

3) Von der 3. Zeile wird das 3-fache der 2. Zeile abgezogen:

1 0 2 | 1 0 O
o1 -1 |—-1 0 1
0O 0 5 | 41 -3
4) Die 3. Zeile wird durch 5 geteilt:
1 0 2 | 1 0 0
0O 1 -1 |—-1 0 1
0O 0 1 | 4/5 1/5 -=3/5
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Inverse Matrix.: Beispiel

5) Zur 2. Zeile wird die 3. Zeile addiert, und von der 1. Zeile wird
das 2-fache der 3. Zeile abgezogen.

1 00 | —3/5 —=2/5 6/5
010 |—1/5 1/5 2/5
0 0 1 | 4/5 1/5 =3/5

0 2 o] 3 2 -6
Ad=|-1 30| A =-2| 1 -1 =2
11 4 -1 3
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Inverse Matrix: Allgemeine Formel

Zu jeder reguldren (n, n)-Matrix gibt es genau eine inverse Matrix

All A21 nl
~1 1 A A
= 12 22 2
det A : : n
Aln A2n Ann

A; . ist das Algebraische Komplement von a,, in A:
_ i+k
Ay = (=1) Uik

Dabei ist U, die Unterdeterminante (n— 1)-ter Ordnung.

Die Verwendung von Determinanten eroffnet eine weitere Moglichkeit,
fiir eine gebene Matrix die zugehorige inverse Matrix zu berechnen.
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Inverse Matrix: Allgemeine Formel

i Y Pis 1 i 11 %21 31
A=lay ay ay| A= deid | 42 An sy
o %y Cap Ay Ay Agy
(1 \1+1 _ |9y Gp3 _(_1)2+1 __|%12 93
A11—< 1) Up = ) A21_< 1) Uy = ,
a3y diz a3y dis
_(_1)\3+1 _ %y Y _(_1\1+2 | %y @y
A31_( 1) Uj = . AIZ_( 1) U= )
Ary Gy3 a3; Qs
_(_1)2+2 _ %11 93 _(_1\342 _ |9 93
A22_< ) U,,= , A32_( ) Us,= g |
Do Hag dy1 993
_(_1)\1+3 T _(_1)2+3 _ % %
A13_( 1) U= , A23_( 1) Uy3= g al
Yo Yo 31 93
([ 1)\3+3 | % ®gg
A33_( ) Usy= 4 g
g Yop)
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Inverse Matrix: Beispiel 2

In diesem Beispiel wird die Inverse der Matrix 4 bestimmt:

2 1 4 § | Ay Ay Ay
A= i 150 ? :detA Al2 A22 A32
Ay Ay Ay
1+1 o Eogy| MO S
4y (—1) Ui a- a1 |5 1__5
32 933
Ay <_1)2+1U21 S I N T
a a 5 1
32 933
1 4
A, =(=1P*y, =12 ‘3= — 37
31 ( ) 31 7 . 10 3
22 923
1+2 dr1 Ay 3 3|_
4y (=1) Uy, _a 4 __‘1 1_0
31 913
_1)2+2 ap G3|_|2 4|__
A, =(=1)""7U,, _‘1 =2
a a
31 933
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Inverse Matrix: Beispiel 2

—5 19 —37
det 4 = 10, A‘1=11—O- 0 —2 6
5 —9 17
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Inverse Matrix: Aufgaben 35, 6

Bestimmen Sie die inverse Matrix folgender Matrizen:

Aufgabe 5:
1 0 0 1 0 0 3 0 0 a 0 0
A=|-5 1 0], B=|0 1 0], cC=|10 -2 0|, D={0 b 0
0 0 1 0 —4 1 0 0 1 0 0 c
Aufgabe 6:
1 0 O 1 2 -1 1 0
A=|-3 2 0/, B=|-2 1 -1/{, C=[-2 1 0/,
7 0 3 1 O -3 1 2
-1 1 0 -1 1 0 2 =1 0
D=({-1 1 0/, F=(-3 1 0], G=|2 -2 1
-3 1 1 -3 1 1 3 -3 0
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Inverse einer diagonalen Matrix

— 0 0
a, 0 “in 1
A=| 0 G 0 |, detA=a11a22a33, Al = O — 0
Yo
433 1
0 0 —
Yz

Hier kann man die Form der inversen Matrix gut verstehen. Bestimmt
man, z.B., die inverse Matrix mit Hilfe des GauBlschen Algorithmus, so
wird jede Zeile der Matrix (4 | E) durch das entsprechende Diagonalele-
ment dividiert.

Noch direkter sieht man natiirlich, dass das Matrixprodukt der beiden
obigen Matrizen die Einheitsmatrix ergibt.
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Inverse Matrix: Losung 6

1 0 O | 6 0O O
A=1-3 2 0 det A = 6, A‘I:g 9 3 0
7 0 3 —14 0 2
1 | —2 -2
B=|-2 1 —1|, detB=3 B '== 1 1
3
1 - 5
-1 1 0 (2 =20 ; j 8
C=|_9 ol, detC =2, C1:54—2o= | |
_ _ — =] =
3 2 1 2 1 ) )
—1 0
D=|-1 0 dtD =0 (1Z = 2Z)
-3 1

Die Inverse der Matrix D existiert nicht, die Zeilen sind nicht linear
unabhangig, det D = 0.
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Inverse Matrix: Losung 6

110 S B
F=|-31 0 det F = 2, F_1=53—10
-3 1 1 0 -2 2
2 -1 0 [ [3 0~
G=1|2 -2 1|, detG =32, G_1=§ 30 -2
3 -3 0 0 3 -2
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Inverse Matrix: Aufgaben 7, 8

Aufgabe 7: Fiir welche reelle a ist Matrix M singular?

1 2 3 0 0 —2a a 0 —2a
ayM=| 1 4 2|, by M=|—-1 a 2 1, c)M=| 0 —a |
-2 6 a -2 4 1 -1 1 a

Aufgabe 8: Bestimmen Sie die inverse Matrix folgender Matrizen:

2 1 4 1 1 2 0 1
13 =100 =2 0 -1 1
A_1—112 B_2030

0 —1 0 1 —4 0 -1 2
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Inverse Matrix: Losung 7

1 2 3

a) M =| 1 4 2|, detM=2a+22, detM|, __,,=0
2 6 a

(

detM =0: 2(a+11)=0, a=-11

Die Matrix M singuldr fir a = -11.

0 0 —2a
bYM=|—-1 a 2 |, detM =-4a(a—-2), detM =0:
-2 4 1

detM =0: ala—2)=0, a, =0, a,=2
Die Matrix M singuldr fir ¢ = 0 und a = 2.

a 0 —2a
c)M={ 0 —a 1 | detM:a(—a2+2a—l)z—a(a—1)2
-1 1 a

detM =0: —ala—-1=0, a =0, a,=1

Die Matrix M singuldr fir ¢ = 0 und a = 1.
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Inverse Matrix: Losung &

2 1 41 -1 2 4 -7
4=|3 -1 00 Gtd=g A4'=L|-3 -2 12 -2
I -1 1 2 8| 4 0 -8 12
0 -1 0 1 -3 -2 12 -13
1 2 01 0 —12 -2 6
po|"2 0 -1 1| g 4 pi_Ll|-2 16 3 -7
2 0 30 40 0 8 0 —4
—4 0 -1 2 0 —20 —4 8
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