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Inverse Matrix

Eine n-rethige, quadratische Matrix heilit reguldr, wenn ihre Deter-
minante einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Anderenfalls
heit sie singular.

Eine n-rethige, quadratische Matrix heilit invertierbar (umkehrbar),
. . —1 . . .
wenn es eine Matrix 4 ~ gibt mit der Eigenschaft

A- A ' =47 4=E

E ist die n-rethige Einheitsmatrix, z.B.fir n=2: E = ((1) (1))

A~ 'heiBt inverse Matrix zu A, oder Kehrmatrix oder Inverse von A.

det(A4- A1) = (detd) - (det A ') = detE =1

Inverse Matrizen sind beim Losen von Matrizengleichungen und auch
beim Losen von linearen Gleichungssystemen wertvolle Hilfsmittel.
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Inverse Matrix: Eigenschaften

e Fine Matrix 4 kann nicht zweil verschiedene inverse Matrizen haben.
Stellen wir uns vor, dass BA=F und aullerdem A C=FE, dann ist
B=C. Dies ergibt sich aus:

B(AC)=(BA)C => BE=EC, B=C
Das heil}t, dass die inverse Matrix von A, die man in der Gleichung
AV 4=4-4""=E

mit der Matrix A von links multipliziert und die inverse Matrix, die
man von rechts multipliziert, identisch sind.
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Inverse Matrix.: Eigenschaften

e [st die Matrix 4 invertierbar, dann ist die einzige Losung der Gleichung

Ax=c
x=Ad'ax=4a"c

Wichtig!

Nehmen wir an, ein Vektor x sei nicht der Nullvektor und er erfiille die
Gleichung 4 x = 0. Dann1 ist die Matrix 4 nicht invertierbar. Angenommen
es gibt eine Inverse 4 , dann ist

x=A410=0

Im Gegensatz zur Annahme, dass x kein Nullvektor ist. Widerspruch!

e Die Inverse einer transponierten Matrix ist gleich der Transponierten
einer Inversen:

(AT)—I _ (A_I)T,
weil

(A4- A N=U4- 4N =4 HT 4T =E
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Inverse Matrix.: Eigenschaften

e Sind zwer Matrizen gleichen Typs invertiertbar, dann hat auch das Produkt
von 4 und B eine inverse Matrix:

(4-B) =B 47!
(4-B)(B'aY=a4-BB Y a4 '=4E-a'=4-4"'=E
(B'-a Y (4-B)=B'-(4'4)-B=B"'""E-B=B"'-B=E

Die Regel fiir die inverse Matrix eines Produkts entspricht einer Grundregel
der Mathematik: Inverse treten in umgekehrter Reihenfolge auf. Dies entspricht

auch der Alltagserfahrung: wenn ich z.B. zu meinem Auto gehe und einsteige,
so mache ich das riickgdngig, indem ich zuerst aussteige und dann weggehe.

Die Regel gilt auch fir drei und mehr Matrizen:
(4-B-c)'=c . Bl 47!
e Multipliziert man die inverse Matrix mit einem Skalar ¢ # 0, gilt:

(c-A) t=ct a™t, c#0, ceR

1-4
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Inverse Matrix.: Eigenschaften

e Die inverse Matrix einer diagonalen Matrix, deren Elemente nicht null
sind, ist auch diagonal:

di 0 0
d, 0 0 !
=0 a4, 0| A'=]0 di 0.  A4'=E
0 0 d, ©
0 0 —
d3
Beispiel:
10 0
10 0 1 6 0 0
. 0 — 0 1
A= 0 2 o], A = 2 =<1 03 0
0 0 -3 1 00 —2
00 —=

1-5
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Inverse Matrix.: Beispiel 1

Wir priifen, ob die Inverse von A existiert 4 =

a b
c d

Wir bestimmen eine (2, 2)-Matrix, so dass A4 - A'=E

-39

Die Matrizenmultiplikation fiihrt zu vier Gleichungen:

a b
c d

Xy
zZ v

A-A'=E:

ax + bz =1, {ay—l—bv:O
Jch—l—a’z=0, cy+dv=1
ad — bc’ ad — bc’ Y ad — bc’ ad — bc
41 = 1 d —b|_ 1 d —b
ad — bc | —c a det 4 —c a

2-1
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Inverse Matrix

Regel: Diagonalelemente werden vertauscht, die Elemente der Neben-
diagonale werden mit (-1) multipliziert. Die Matrix wird durch det A
dividiert.

2-2 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Inverse Matrix: Beispiel 2

Es sei die Inverse der Matrix 4 gesucht A4 = ( 4 9

2 o)
A-A"'=E

Aus dieser Gleichung sind die entsprechenden Elemente der inversen
Matrix zu finden:

(2 O . [*11 *i2 :(1 O)
4 2 gl P 0 1
/2x11+0-x21=1 |
— 0

L Y e 1 :i(—i (2))
4x  +2-x . =0 1 =

9 1 25 1 5
L 4x12+2-x22=1

det A = 4, det 47 ' ==, det A-det A ' =1

2-3
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Inverse Matrix: Gaufscher Algorithmus

Ausgehend von dem Schema (4| E):

a ., a;, a, 1 O 0
Ay, dyy a,, 0 1 0
a , a , a, . 0 0 1

wird mittels der dre1 Umformungen

1). Vertauschen zweier Zeilen

2). Multiplikation einer Zeilen mit einer von Null verschiedenen Zahl

3). Addition des Vielfachen einer Zeile zum Vielfachen einer anderen
Zeile

so lange umgeformt, bis das Schema (E | 47')erzeugt ist (Beispiel folgt)

(A E) - (E| 4

3-1 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Gaufsscher Algorithmus: Beispiel 3

Bestimmen Sie die Inverse von A (wenn sie existiert) A=(§ } )

1. Wir schreiben die Matrix 4 zusammen mit der Einheitsmatrix in
eine grofle Matrix:
Z, 2 1 1 O
Z, 3 1 0 1
2. Wir produzieren links unten eine Null: — % -Z,+ Z,
3 3 3
—_ . Z : — _ = _ =
2 1 ( : 2 | 2 O)
2 1 1 O
3 1 3
— 5 A 1 a4 Z2 —> 0 — 5 — 5 1

3. Wir produzieren eine 1 an der Stelle des Elements 22, indem wir
die zweite Zeile mit -2 multiplizieren

21‘1 0
0 1| 3 =2
32
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Gaufsscher Algorithmus: Beispiel 3

2 1 ‘ 1 0 Wir wollen in der linken Halfte der Matrix die
3 =2 Einheitsmatrix haben: @, =1, a,, =0

4. Wir produzieren eine 0 an der Stelle des Elements 7,2, indem wir die
zweite Zeile von der ersten abziehen:

2 0 | -2 2
0 1 3 -2

5. Wir dividieren die erste Zeile durch 2:

1 0 | -1 1
0 1 3 -2

6. Jetzt steht die inverse Matrix in der rechten Halfte und das bedeutet:

. —1 1 2 1
= A ==
4 ( 3 =2 ) ( 3 1 )
7. Dieses Ergebnis kann man mit dem anderen Ergebnis fiir A_lvergleichen:

_ 1
ad — bc

d —b

—C a

A—l
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Inverse Matrix: Aufgabe 1

Bestimmen Sie zu den folgenden Matrizen jeweils die inverse
Matrix. Zeichnen sie die Fliachen, die von den Zeilenvektoren
jeder Matrix und ihrer inversen Matrix aufgespannt werden.

3 _1 3 _1
) 4=|2 2] by B=|2 2
1 1
— 1 1 —
2 2
[ 11
ey @ =2 a) Fe 2 f
1 — 1 —
2 2
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Inverse Matrix: Losungen 1 a,b

Abbildung [la:

3 1 1
2 2 ] N i’
a) A= 1 1 =5 A :7 1 3 =5
2 2 2
7 —1 4
detA:FOACB:Z’ det 4 :FOA'C'B’:7
Abbildung L1b:
3 1 11
b) B = 2 2 — 1:!> ’ B_l—i 2 2 _ z/fr
| l % 5 _q é v/
2 2
. 5 1 4
detB—FOACB—Z, det B _FOA'C’B'_E
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Inverse Matrix: Losung la

Abb. Lla: Geometrische Losung der Aufgabe la. Die von den Vektoren uw und v, bzw. u' und v’
aufgespannte Fldche ist gleich der Determinante einer Matrix, deren Zeilen oder Spalten die Kom-
ponenten der Vektoren u und v, bzw. u' und v', sind

31} o1 4 1) 5, _4( 103
27 2/ 27 ) AR 70 272
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Inverse Matrix: Losung 1b

[
ra
SN

1.5

Abb. L1b: Geometrische Losung der Aufgabe la. Die von den Vektoren uw und v, bzw. u' und v’
aufgespannte Fldche ist gleich der Determinante einer Matrix, deren Zeilen oder Spalten die Kom-
ponenten der Vektoren u und v, bzw. u' und v', sind

3 _ l v=1[1. = n' =
27 2) ©2)
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Inverse Matrix: Losungen I c,d

Abbildung Llc:

L L
2 u 1 _ 4 2 '
e = C = — =
c) ¢ Lol 51, 1 v
2 2
detC = =, detC”z%
Abbildung L1d:
r 1 1
d)F=2 2| _|u F—1:£ 2 2| _|u'
| 1 R 3 1 1 v
2 2
detF=§, detF_lzi
4 3

4-4
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-1
detC

Inverse Matrix: Losung Ic

=

0.5]

1

<]

215 1o

=1 5

=

1.5

detC

Abb. Llc: Geometrische Losung der Aufgabe Ic

1.5 o
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Inverse Matrix: Losung 1d

1.5]

-1
detF

25 2
detF

o
n
<l

Abb. Lld: Geometrische Losung der Aufgabe 1d
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5-1

Inverse Matrix: Aufgaben 2, 3

Aufgabe 2:
Welche der vier Matrizen A, B, C und D ist die Inverse der Matrix M:
2 5
M =
(1 3

A:(jl —;), B=(_21 ‘35), C=(? 3)’ D:(‘f _52)

Aufgabe 3:

Priifen Sie am Beispiel der Matrizen 4 und B die folgende Eigenschaft
von inversen Matrizen:

(4-B) =Bt 47!

N ARNEE}
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Inverse Matrix: Losung 2

Die Inverse der Matrix M wird so bestimmt:

a b

M =
c d

) 1! 1 (d—b

- det M —C a

Diagonalelemente @ und d werden vertauscht, die Elemente der
Nebendiagonale b und ¢ werden mit (-1) multipliziert. Die Mat-
rix wird durch det M dividiert.

2 5

M =
i

), detM =1, a=2, d=3, b=5, c=1

Die Inverse der Matrix M ist die Matrix A4:

e}
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Inverse Matrix: Losung 3

5-3

410

Az(l _2), det 4 = 4, A—lzl(“ 2

-2 -3 1 I | —1
_ B=8 pBl=2
B ( 2 —1)’ ee ’ 8(—2

—6 —1
g —4

(4-B) '=p"1 47!

), det(4-B) =32, (4-B)!

|
3

_ L [-4 1
32\ -8 =6
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