Multiplikation von Matrizen

Die Regeln der Multiplikation von Zahlen konnen nicht direkt
auf die Multiplikation von Matrizen iibertragen werden.
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Multiplikation von Matrizen

Das Produkt zweier Matrizen 4 und B ist nur dann definiert,
wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der An-
zahl der Zeilen der zweiten Matrix ist

e D.h, wenn A4 eine (m,k)-Matrix ist, so muss B eine (k, n)-
Matrix sein.

e Die Produktmatrix C =4 ¢ B ist dann eine (m, n)-Matrix.

e Zur Berechnung des (i, k)-Elements der Produktmatrix wird
die i-te Zeile der ersten Matrix mit der k-ten Spalte der
zweiten Matrix multipliziert. Dabei i1st das (i, k)-Element der
Produktmatrix das skalare Produkt aus dem i-ten Zeilenvek-
tor und dem k-ten Spaltenvektor.
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Multiplikation von Matrizen

Abb. 1-1: Zum Begriff der Multiplikation von Matrizen

c C

11 12

A-B=0C, C =
€1 2

1. Zeilenvektor von 4 mit dem 1. Spaltenvektor von B

ci,=12,-15;, cip = ayy by tap, by,

2. Zeilenvektor von 4 mit dem 2. Spaltenvektor von B

clzleA-ZSB, 612=a11b12+a1 b

2 722
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2-3

Multiplikation von Matrizen: Beispiel

2 x 2-Matrix 2 X 3-Matrix

A B C
lZA—>(2 0),(1 2 3) _ |11 12 3| _ |2 €12 €3
31 2T 0 1 E91 39 C53 E91 a2 3z
1S,

¢y, ist ein Skalarprodukt aus dem 1. Zeilenvektor von 4 und dem
1. Spaltenvektor von B

¢\, =12, 18, =2-1+0:2=2

Die Skalarproduktbildung ist nur dann moglich, wenn beide Vektoren
von gleicher Dimension sind.
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Multiplikation von Matrizen: Beispiel

A B C
IZA—>(2 o). 123)_ Ciy| Cia €3 _(24 6)
27, - |3 1 2 0 1 ¢y €y 5 6 10
T T T

Ay By =055

¢\, =1Z,-18,=2-1+0-2=2
¢c\,=1Z,:285,=2-2+0-0=4
¢,y =1Z,38,=23+0-1=6
¢, =27, 18,=3-1+1-2=5
¢y =2Z,°285,=3-2+1-0=6
¢,y =27Z,°38,=3:3+1-1=10
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Multiplikation von Matrizen

A . = m-ter Zeilenvektor, B, = n-ter Spaltenvektor

(m, k)-Matrix 4, (k, n)-Matrix B, (m, n)-Matrix C

ik

n
C. =ai1b1k+ai2b2k+...+ain bnk = Zlaijbjk
]:

i=1,2 .., m; k=12 .., p)

Spaltenzahl von 4 = Zeilenzahl von B
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Multiplikation von Matrizen

Am k'Bk,n:Cmn

45, Bz3_C3,3’ B, ; A32_D2,2

211 9 1 O

ol -1 -2 =2
NN 2V 1 | 9 0 3
2 01 -4 3 220 2 19 0 28
O 3 /0 -3 -6 DR 2 | -7

C=A4°+B D=B-+A4
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Multiplikation von Matrizen: Aufgaben 1, 2

Aufgabe 1:

Berechnen Sie die Produkte 4B und B-A der
Matrizen A und B:

_[4 -1 [ 23
“)A_(z 5)’ B_(—z 1)

Aufgabe 2:
3 1 -5 g -2
A= 1 2 01, B=|-1 -4 1|, A4A-B=?
—1 4 6 4 —1
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Multiplikation von Matrizen: Losung 1

Losung 1:
10 11 14 13
A-B = B-A4 = A-B#B- 4
@) (—6 11)’ (—6 7) -
0 —1 2
B-A=
b) (2 4 —2)
+4 57 3i 2i
B A= 1+
¢) i —i 3 0)
Losung 2.
0O 0 O
A-B={0 0 0], A#0, B #0
0O 0 O

anders als bei der Multiplikation zweier reeller Zahlen !
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 3

Berechnen Sie das Produkt A4 -X

X1
a) A= i @ia a13, X =|x,
a1 %an Y9z
Y3
1 1 +1i
1 0 —1
) A=(_ X O), X =2|, x,=| 2
3 —i
1 ]
4 2 -1 =2 0 0
A= X, = X, =
c) (—1 2 0 —1)’ ! 37 T2
—1 ]
1
0
7 1 =3 -1 1
d) A= , X =
) (—2 1 0 0 —3) !
2

5-1 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Multiplikation von Matrizen: Losung 3

a) A X = Ty 3 T By By T g Py

Ay Xp T Ayy Xy + Gy 5 X4

b)AXlz(_i), AX, =

1 + 21
5—1

C)AXlz(g), AXzz(—Zer.Zi)zz(—lJ.ri
—Z1

e[ 82

App Ay, dgj X Ay Xp T ay, X, + a3 X;
Ay dpy dpj Xy Ay X T Ayy Xy T Ay X5
dyy A3, Ay X5 Ay Xy T Ay, X) T dy3 X5
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 4

Berechnen Sie die zweite, dritte und weitere Potenzen
folgender Matrizen

1 -1
A =
a) (o 1

S
p—
o
Il
[y
[
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 4 a), b)
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 4 c)
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 4 c)
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 4 d)

(1 > _[1 0 s_ (1
i D O U A )

4 _ |1 0 s_ |1 i 6 _|1 0
U DA (1

G1+2n:(1 i)’ G2n+2:((1) (1)) ne N
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Multiplikation von Matrizen: Aufgabe 4 e)
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Matrizenmultiplikation: Aufgabe 5

Berechnen Sie das Produkt A4 -B der Matrizen A und B:

5 3 1 -3
a) A=|1 -2 0|, B=|2 4
0 1 4 0 2
2 15 13
by A=|1 21 18], Bz(; _j _162)
0 1 -3
15 25 1 0
A: B:
¢) (o 2)’ (01)
1 0 0 1 =3 4 6 7 12
dy A=10 1 0 B=|2 4 -3 -7 1 0
0 0 1 0 2 —2 1 —11 12
e) Az(a1 az), B = by
b2
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Matrizenmultiplikation: Aufgabe 5
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Matrizenmultiplikation: Losung 5

12 20
a) A<3’3)'B(3,2) = (AB)(3,2) = —3 _11
> 12
b) A4 (3,3) B (2,3) — Das Produkt kann nicht gebildet werden.
¢) Ay B T Ao Epg =4
2) A Bre = Lry Pee =9

e) A By = (4-B) y=a; b +a,b

a, b a. b
/) A<2,1)'B<1,2>:<A'B)<2,2): L L2

a,b, a,b,

a, b, a
h) Ay Bs) = (A-B)m) = |a, b, a
a, b, a

7-3 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



8-1

Matrizenmultiplikation: Aufgaben 6, 7

Aufgabe 6:
Berechnen Sie die Produkte 4-B und B:- 4. Welche der
Matrizenpaare sind vertauschbar ?

(10 =1 0

@) 4=1y ; B_(O—i)

b) A:(l. 9), B:(—l. 9)

l l —1 —1

i =i (11

¢) A_(o 1)’ B_(o 1)
Aufgabe 7:

Mit den Matrizen A, B und C sollen die Produkte (4 -B) - C
und A4 - (B - C) berechnet werden. Priifen Sie, ob die Multipli-

kation dreier Matrizen assoziativ ist, d.h.:
(A4-B) -C=A4-(B -C).

4 -2 0 1 2
A:((Z);_i), B=|-3 -1 -1|, cCc=| 4 o
5 0 2 3]
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Matrizenmultiplikation: Losung 6
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Matrizenmultiplikation: Losung 7

Alle Multiplikationen lassen sich ausfiihren:

(4-B)-C= (A(5,3) B(3,3>) Ci,2) = Ppa3y  Cany = Mg

D
A-(B-C)= 4, ;- (\B(3,3) G 2))> = Ao, Fa,2) = Y2
F
[ 0 =5 -3 o o [—29 -3
4 B_(—l —2 0)’ (A B € (—7 —2)
—12 8
B-C =| -4 -7/, A-(B-C):(__279 :;)
1 12
(4-B)-C=4-(B-C) Die Multiplikation ist assoziativ !

In dem Produkt A4 -B-C kann man zuerst die Operation B -C aus-
fiihren und danach 4 mit dem entstandenen Produkt multiplizieren.

Die Reihenfolge der Faktoren darf nicht vertauscht werden!
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9-1

Matrizenmultiplikation: Aufgabe &8

Das Produkt F -G -V soll berechnet werden

)
11 2 1 2 -1 3
“)F_(—1302)’ “=| 1 s U EI0

1 —4 :
1 -1
> 1 -1 > -1 1 0 J
by F=|0 1 -1|, G=|0o -1 1 1|, wv=|"1
3 0 0 1 =2 0 1 0
-3 2 4 -1
a —1
> 1 -1 0 -1 1 0 g
¢) F=lo 1 -al|l, G6=lo o 1 1| wv=|"1
a 0 0 1 —2 0 1 0
a 2 1 -1
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Matrizenmultiplikation: Losung 8a

(F-G)-V

(F-G)-V = (F Gy Vi =F-G)- V), = (260)

30 Multiplikationen und 22 Additionen

F-(G-V)

= (G V)yy = |

2) G-V =G n

.V

(4,3) (3,1)

Matrix-Vektor-Multiplikation

20
Fioay (G Vg =|F (G Vlyy) = ( 6 )

20 Multiplikationen und 14 Additionen

Die Matrix-Vektor-Operation sollte vor der Matrix-Matrix-
Multiplikation ausgefiihrt werden !
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Matrizenmultiplikation: Losungen 8 b, ¢

1 -1
> 1 —1| [2 =1 1 0 L
by F-G- V=0 1 - 0 =1 1 1]-|7 Y=
3 0 of |1 =2 01 0
3 2 4 -
= Flu3) Gaay Vi = (F- G- V), =]-1
3
1

c) F-G-V=(1+4a, 0, -1—a, a, —1+a)

9-3
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9-4

ounr ¥ SIN R

sin ¢ cos BB

—sin (o + B) |
cos (a|+'B) |

21

i

opp O B

LT
et
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