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Potenzen einer komplexen Zahl
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Abraham de Moivre

Abraham de Moivre (1667 — 1754), franzosischer Mathematiker

Abraham de Moivre, der als Emigrant in London lebte, gilt als einer
der Pioniere der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Speziell seine Untersuchun-
gen zu Sterblichkeits- und Rentenproblemen bildeten eine Grundlage fiir
die Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie durch Laplace.
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Satz von Moivre

Ist z eine komplexe Zahl
z=r-e®=rcosp +ising|

und »n eine natiirliche Zahl, dann gilt:

o .
z :(r-el(p) =r"-e'"?

oder in trigonometrischer Form:

n

z"=r"(cos(ng)+isin(ng))

Die Potenz einer komplexen Zahl ergibt
sich besonders einfach in der Polarform.
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1-3

Punkte mit Kosinus- und Sinuswerten auf dem FEinheitskreis (Wikipedia)
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Potenzen: Aufgaben 1-6

Erheben Sie die komplexe Zahl z in die n-fe Potenz

Aufgabe 1: z =2 cos% - isin% , n=23
Aufgabe 2: z:\/E cos% + isin% , n=4

Aufgabe 3: z=2V2+i2V2, n=5

5
Aufoabe 4: 7 =
Aufgabe &z = V3 20 20

TT R 1
cos—-l—zsm—), n=>5

Aufssbe 5: Z=g—%, 0= G
Aufgabe 6: z:% cos—% +isin—%))
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Potenzen: Losung 1
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Abb. L1-a: Darstellung der komplexen Zahl z und der dritten Potenz von z

. TT
TT T 1 Y .
z =2 cosg—i—zsm? :263:14—1\@, n=3
.'IT3 . TU
3 ) ; 133 3 g
z>=\2e =2 e =2 =

8 (costt +isinTt) =8 (=1 +i0) =—38
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Potenzen: Losung 1
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Abb. L1-b: Darstellung der komplexen Zahl z und der zweiten und dritten Potenz von z
z|=2, |2*|=4, [|Z|=8

_ _ _ Tt
(Pl—sz—CP3—§
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Potenzen: Losung 2

Im(z)
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Abb. L2-a: Darstellung der komplexen Zahl z und der vierten Potenz von z

(cosTt + i sinTr) =

4
=4 (-1+i0)=—4
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Potenzen: Losung 2
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Abb. L2-b: Darstellung der komplexen Zahl z und der zweiten, dritten und vierten Potenz von z

Zl=42. |2l=2 |P|=2V2, |z*|=4

_ _ _ _ T
(pl_(pz_cP3_(p4_Z

2-2b Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



N
=
S
—
~
QU
N
”
)
~
Q
R
B
S
=
)
~
2
S
S
=
=
~
u
N
~
~
S
N
~
Q
vA
QU
>
w,
n
Q
=
wd
=

Abb. L2-c: Darstellung
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Potenzen: Losung 3

z=2V2+i2V2=2V2 (1 +4i), n=>5

Wir bestimmen die Polarform der komplexen Zahl

r=|z|=v42+42=116=14

. TT
s
sin(p=l=2—\/5=L, p=" =5 z=22+i2V2=4¢"
r 4 \/5 4
5 5 i%'s i%“ T L1
z- =4 e = 1024 - e = —1024 cosz+isinZ=
- —&é“ (1 + i) = —724.08(1 + i)

2-3
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Potenzen: Losung 4

Im {z]-

=3 -2 -1 0 i 2 BRE (2)
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Abb. L4-a: Darstellung der komplexen Zahl z und der fiinften Potenz von z

1 TT
§/‘ T T 5 "2
z=+vV3 |cos— + isin— | =3" e , n=3>5
20 20)
. TT . TU
5 1%5 ZZ T T
z" =3 e =3e¢ =3 cos—+zsm— =—1—|—z
4 (
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Potenzen: Losung 4

Im(z)

Re (z)

a7 |

Abb. L4-b: Darstellung der komplexen Zahl z und der ersten vier Potenzen von z

1z|=¥3, |Z°]|=3
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Potenzen: Losung 5

LoV i V3 1
2 2 2 YT T
2 2
V3 1 1
—z|=Y|2]| +[-5] = V3+1=1
r=|z| \/(2 2) 5 3
sin(xzm:l, x=30 =21
r 2 6
CpZZJT—OL:2T[—% (x >0, y<0)
. z(21‘r—£) — .
Z=ﬁ—i=e 0l — ¢ 6 20 = ™M=
2 2
e '™ =cos(—m) +isin(—m)=—1
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Potenzen: Losung 5
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Abb. L5-b: Darstellung der komplexen Zahl z und der sechsten Potenz von z

;I

_ 6
zZz = e
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Potenzen: Losung 5

Imz
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2 Rez

Abb. L5-c: Darstellung der komplexen Zahl z und der ersten fiinf Potenzen von z. Alle Zahlen befinden
sich auf dem Kreis mit Radius 1

N A 6| _ _ T
zl=12=. =1, ¢ =-%
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Potenzen: Losung 6

12
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Abb. L6: Darstellung der komplexen Zahl z und der zwolften Potenz von z

1 . TT
r ., m
Z:% Cos—ﬁ +isin—%) = 2%, 24, n=12
12 % —15—412 5 9 L1
=2 e =2 ¢ :4cos——+isin—3)=—4i
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Potenzen: Aufgaben 7-10

Erheben Sie die komplexe Zahl z in die n-te Potenz
Aufgabe 7: z=14+i, n=28
Aufgabe 8: sz/g—i, n==~o

Aufgabe 9: z=—-1+iV3, a)n=5 b)n=60

Aufgabe 10: Bestimmen Sie die n-ten Potenzen der komplexen

Zahl z:
l‘l
a) z=09¢ ¢, n=23,4,56
. TC
. n
z=11le ®, n=23,4,56
iE
by z=08e ®, n=23,4,56
. TC
.
z=12¢ ®, n=223,4,5,6
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Potenzen: Losung 7
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Abb. L7: Darstellung der komplexen Zahl z und der 8-ten Potenz von z

z=14+1i, x=1, y=1, n =28

r=|z|=\/12+12=\/§, sin(pzlz

;T
4

z=14+1= \/5 e
28 =1+ )%= (V2)" 2™ = 24 (cos (27) + isin(27)) = 16
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Losung 7 mit dem Binomialsatz

(a + b)" =
—a" + (" [ M+ T R =
1 2 n—1
Z n an—k. bk
i—o \k
Binomialkoeffizienten (“n iiber k”):
- k,ne€IN, k<
k k' (n—Fk)! e, )
ny = L nl =
0 ’ 1 n
n Fakultat: n!=1-2-3...n 0! =1
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Losung 7 mit dem Binomialsatz

(a +b)° = a®+ 817 b+ |8)af- 024|882+ 8| a* b*+
2 3 4
+ 2 @b+ 2 a* - b+ 573 a-b + bt
8 8! 8! 8
— :—_8_
- Tn@E—1 7 7
|
2] T =20 2 6
v
s\ _ 8 _6-7-8 _ . _ |8
3] T 3831 2.3 5
| 6.7 -
S\ _ __ 8 5678 _
4] T M (8-4)) 2-3-4
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Losung 7 mit dem Binomialsatz

Aufgabe 7 kann auch mit Hilfe des Binomischen Satzes geldst werden:

(a+b)8 = a®+8a - b+28a° - b°+56a-b+70a"-b*+56a b +

+28a>-b°+8a-b" + "
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Potenzen: Losung 8

sin(xzu:l = 0(=E=3OO
v 2 6
TT 11
= 2mM—xXx =210 — — = —

P TT TT ¢ 61T

6
I — T I— 16 ) ,
2e6)=26e6 =64 e’ =64 ' = 64
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Potenzen: Losung 9

n=>3, Z=—1+i\/§, v = =1 y=\/§

r=|z|=\/x2+y2=\/(—1)2+(\/g)2=\/1+3=2

sink = — = — = = =1T—O(=1T—E=gT(
r 2 30 @ 3 3
i=T - z—ns - 113—()7[ : l2+§7t igrt
z=2e , z-=\2e =2 =2 =32 e¢
a) z> =32 |cos|= | + i sin gn) = 32 (c0s 240 + isin 240 | =
= —16 (1 + V37|
4 T L
i — T LT+ — [ —
b)yz2=32e 3 =32¢ =32 ¢iT. ¢ 3 =
= —32 - |cos 3 + isin %)2—16(14‘\/31')
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Potenzen: Losung 9b

z=—14+iv3, n=60

2
—T

i
Z=—1+i\/§=2€3

5 |60
I —TC )
290 = (=1 + /_3)60:260 (83 ) _ 60 ,id0m _

260 el(0+2'20'ﬂ') _ 260 elO _ 260
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Potenzen: Losung 10a

Im z

z Re z °

Abb. L-10a: Graphische Darstellung der Aufeabe
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Potenzen: Losung 10a

i X

z=09e¢ °
L) iz
22=(09)Pe ¢ =08le °
i X3 i L
22=(09P e © =073e °
i X4 j 28
2 =(09)%e ¢ =~066e °
iL.5 i 2L
22=0(09Pe © =~059¢ °©

6 5 06°C /
z°=(09) e ~ (0.53¢' " =—0.53

Die komplexe Zahl z und ihre fiinf Potenzen sind durch blaue Punkte
in Abb. L-10a dargestellt. Da der Betrag der komplexen Zahl z kleiner
als 1 1st, wird der Betrag von Potenz zu Potenz immer kleiner. Das Arg-
ument wird um 7w/6 grofer.
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Potenzen: Losung 10a

; L
z=11e °
) g2 5
22 =(1.11e = 121e
iL.3 i L
22=(117e © =133e ?

i X.g '
(1.1)%e ¢ =177¢'"=-1.77

6
VA

Die komplexe Zahl z und ihre fiinf Potenzen sind durch rote Punkte
in Abb. L-10a dargestellt. Da der Betrag der komplexen Zahl z groB3er
als 1 ist, wird der Betrag von Potenz zu Potenz immer groBer. Das Arg-
ument wird um w/6 grof3er.
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Potenzen: Losung 10b

Im z

Abb. L-10b: Graphische Darstellung der Aufeabe
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Potenzen: Losung 10b

; I
z=08e¢ °
iZ.2 i L
22 =(08)e ® =064e °
i*.3 L
22=(08)01e © =~051e ?
i L4 j 28
2 =(08)"e © =~041e °
i L5 gl
22=(080e © =~033e °

6 5 0C /
z°=(08) e ~ 026e' " =-0.26

Die komplexe Zahl z und ihre fiinf Potenzen sind durch blaue Punkte

in Abb. L-10b dargestellt. Da der Betrag der komplexen Zahl z kleiner
als 1 ist, wird der Betrag von Potenz zu Potenz immer kleiner. Das Arg-
ument wird um 7w/6 grofer.

4-5 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Potenzen: Losung 10b

i L3 i =
22=(12Pe ®© =173e¢ °
4 o fEh i?
zt=(12)"e ~2.07e

6 6 l%'6 '
22 =(12)c ~299¢! T =-299

Die komplexe Zahl z und ihre fiinf Potenzen sind durch rote Punkte
in Abb. L-10b dargestellt. Da der Betrag der komplexen Zahl z grof3er
als 1 ist, wird der Betrag von Potenz zu Potenz immer groBer. Das Arg-
ument wird um w/6 grofer.
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Potenzen einer komplexen Zahl

Abb.: Die blauen Punkte entsprechen den ersten 6 Potenzen der komplexen Zahl z = 0.85 exp(i n/6),
die grauen Punkte den ersten 6 Potenzen der komplexen Zahl z = exp(i m/6) und die roten Punkte
den ersten 6 Potenzen der komplexen Zahl z = 1.3 exp(i n/6)
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