1-E

Komplexe Rechnung: Addition, Subtraktion
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Komplexe Rechnung
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Algebra der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist eine Teilmenge der komplexen Zahlen
R < C

Deswegen miissen die Rechenoperationen so definiert werden, dass die
Rechenregeln fiir komplexe Zahlen im Reellen mit den bekannten Rechen-
regeln fiir reelle Zahlen tibereinstimmen (Permanenzprinzip).
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Komplexe Rechnung

Vier Rechenoperationen sind auf der Menge der
komplexen Zahlen bekannt:

Addition
Subtraktion

Multiplikation

Division

Reelle und komplexe Zahlen geniigen den glei-
chen Grundgesetzen.

Ausnahme: Ordnungsrelation

Fir komplexe Zahlen haben folgende Unglei-
chungen keinen Sinn:

z, < Z

1 2
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Addition, Subtraktion

Imz

Z=Xx+iy

D ——————

Re (z)
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Abb. 1: Vektorielle Darstellung einer komplexen Zahl in der Gaufsische Zahlenebene

Um Addition / Subtraktion der komplexen Zahlen zu bestimmen, ist
die vektorielle Darstellung einer komplexen Zahl in der Gaul3schen
Zahlenebene sehr wichtig.

z=x1+ y-i, 1=(1, 0) i=(0, 1)

|z =Vx? + »?
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Addition, Subtraktion

Die Summen- bzw. Differenzbildung erfolgt bei komplexen
Zahlen komponentenweise, d.h. nach den gleichen Regeln
wie beir 2-dimensionalen Vektoren:

Zl—l—zzz(xl—l—xz)—i—i(yl—l-yz)

zl—zz=(x1—x2)+i(yl—y2)

Beispiel:

z,. =24+ 3i, Z, =3 —1
z,tz,=(2+3)+i(3—-1)=5+2i

z,—2,=(2-3)+i(3+1)=-1+4i
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Addition, Subtraktion

?ﬁe (z)

z, =4 +1, z, =1+ 2i

zytz, =4 +1)+i(1+2)=5+3i

1

Addition und Subtraktion lassen sich nur in der kartesischen
Form einfach durchfuhren.
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Addition, Subtraktion: Aufgabe I

Aufgabe 1:

a) (1 +5i)+(2—-31i)
b) (12 — 2i)+ (7 — i)

c) (21 +3i)+ (2 —1i)+ (=11 + 3i)

d) (31 —1.5i) — (21 — 3.5i)

e) (124 + 1.7i) — (9.53 + 4.89i)

£) (19 +2.74) + 3(1 — i) — (30 + 81i)
g) (a+bi)—(b+2ci)+(—3a+2bi)

50(—2—81')—6 %+Xi)—

") 3 3

30(+%i)
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Addition, Subtraktion: Losung 1

a) (1 +5i)+(2—-3i)=3+2i

b) (12 —=2i)+(7—1i)=19 — 3i

c) 21 +3i)+(2—i)+ (=11 +3i)=12+5i
d) (31 = 15i)— (21 —3.5i) =10 + 2i

e) (124 + 1.7i) — (9.53 + 4.89i) = 2.87 — 3.19
)y (19 +27i)+3(1 —i)— (30 + 8i) = —8 — 83

g) (a+bi)—(b+2ci)+(-3a+2bi)=—-2a—b+(3b—2c¢)i

50(—2—Bi)—6

h) 3

B Y,|_
2+3’)

30(—!-%1’):

=20(—3[3—(B+2y)i
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Addition, Subtraktion: Aufgaben 2, 3

Aufgabe 2:

Berechnen Sie mit der komplexen Zahl z=x+iy
die folgenden Terme:

l(z—I—Z
2

* *

L_(Z—Z
l

Aufgabe 3:

Berechnen Sie folgende Ausdriicke

3 2z,
Zl+22, Z| T Z,, Zl—l- Zz-l‘ Z4

mit den komplexen Zahlen

a) 21=2+3i, 2224—21', Z3:1+i

b) 21:5+7i, 22:—3—1', 23:2.5—0.51'
1 2 . 1 3. 3 |

C) 21=§+§l, ZZZE—EZ, Z3:Z_Zl
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Addition, Subtraktion: Losungen 2, 3

a) 21:2+3i, z, =4 - 27, 23:1—|—i

—z,=-2+5i, 2z, +3z,+2z,=16—75i

b) Zl=5+7i, 22=—3—i, Z3=2.5—O.5i

z,+z, =2+ 61, z, —z,=8(1+ i), Zl+322+22>3k=1+5i

c)zzl-l—gi Z:l—éi Zzé—ll
b3 377 72 2 27 3 4 4
_51 : 1 | + 13
Zl—i-Zz—g(—l), 21_22_g<_+ )
x 10
+3z, +2z,=— (1 —1i
Z Z, Z4 3( )
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Addition, Subtraktion: Aufgabe 4

Berechnen Sie folgende Ausdriicke

mit den komplexen Zahlen

40 _3_ _ 5 2 .
a) zy=1+23, z,=3-1i, z,= —|—§z
b) z,=1+1i, z,=3+1, 23:4—1'

2

c) 21:\/54—\/51', 22:\/§—|—i\/§, 23:\/6—1'\/5
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Addition, Subtraktion: Losung 4a

2y % 1 4.

2 3 v gt
=

21 . * 3 7
7—234—2(22 22)=—5—§z

. 3

l * % 1 * 5
§<ZI_ZI)_I(ZS Z3)+E<22 22)2—5
i A S "
E(Zl+Zl)+5(z3+z3)+§(22+22):l

Ausfiihrliche Losung dieser Aufgabe ist auf der nichsten Seite.
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Addition, Subtraktion: Losung 4a
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Addition, Subtraktion: Losung 4b

S ) 1 i

— . — = = — =

2 3 2 6
21—22—(Z;—ZT)=—4

24 * * 7 7
7—234—2(22—22):—54-51

i - L .
E(zl—Zl)—l(23—23)4—3(22—22):—2
I * i3 * l'5 *
5(21+Zl)+E<Z3+Z3)+?(Zz-l—Zz)_—l
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Addition, Subtraktion: Losung 4c

N *

*
——Z3+2(22—Z

'4ﬁ—£)

G

%(zl—ZT)—i(z3—Z§)—I—%(zz—Z;)=—3\/§+\/E
.3 -5

(zl+z’;)+’5(z3+z§)+%(zz+z;):i(\5—\@+%

~_—

0 |~

i (z, + ZT)-I— i? (z, — Z;) + i°

—z§)=2\/§i

(3
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Addition, Subtraktion: Aufgabe 5

Berechnen Sie folgende Ausdriicke
221—|-322, 421—222

mit den komplexen Zahlen

a) z

b) z

TT .. T
1=2 COS — + isin —
4 4

3Tt .. 3T
22=8 cosT-l—zsmT)

2Tt . 2T
COS — + 1SIn —

d) z,=6-¢%, =z =-4 : :
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Addition, Subtraktion: Losung Sa,b

Die Zahlen miissen zuerst in die algebraische Form gebracht werden:

a) z,=2-® =V3+i, z,=4-¢0 =2-23;
2z, +3z, = 23+ 6 +(2—643)i = 9.464 — 8392 i

4z, — 2z = 4(V3 — 1) + 4(1 —\3)i = 2.928(1 — i)

1

b) z,=2 =2 (1 + )

TT . . TT
COS — + I SIn —
4 4

z, =8 1 1

cos3—“+isin3—“)=4\/§(—l + i)

2z, + 3z, = —10V2 + 1432i = 22 (=5 + 7i)
= —14.142 + 19.799

4z, -2z = 1242 (1 +i) = 16971 (1 + i)
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Addition, Subtraktion: Losung 5 c-e

2z, +3z,=-2i, 4z —2z, =12i

d) z,=6-¢% = 3(1++31i)

,=—4 coszTT(-l—isinzTﬂ = 2(1—\/31')

221 + 3222 12

4z, —2z,=8 (1 4+ V3i)=8 + 13.856i
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Addition, Subtraktion: Aufgaben 6, 7

Aufgabe 6:

Beweisen Sie folgende Figenschaft der komplexen
Zahlen

*

(z, + z,) = 2] + z,

Geben Sie entsprechende geometrische Darstellung
in der GaulBlschen Zahlenebene.

Aufgabe 7:
Losen Sie folgende komplexe Gleichung:

(44+2i) x+(5—-3i) y=13+1i
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Addition, Subtraktion: Losung 6

Z=Zl +22

Re(z)

* * *
Z =2'1 +2'2
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Addition, Subtraktion: Losung 7

Eine solche komplexe Gleichung zu losen bedeutet, die reellen
Losungen, die x- und y-Werte zu bestimmen

4+2i))x+(5-3i)y=13+i <

4x+5y+i(2x —3y)=13 +1i
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