Multiplikation und Division in Polarform
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Multiplikation und Division in Polarform: Mathematisches Riistzeug

Additionstheoreme:

cos (@, + ¢,) = cos@, -cosp, — sin@, - sinP,

sin (@, + ¢,) = sin@, - cosp, + cos P, - sin P,
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Trigonometrische Form: Multiplikation

Bei der Multiplikation und Division komplexer Zahlen erweist
sich die exponentielle Darstellungsweise als besonders vorteilhaft.

z, =r,(cosp, +ising,), z, =71, (cosqp, + i sinp,)
Z,"Zy =71 F,[CcOSP, - CcOSP, — sinP, -sinPp, +

+ i (sin @, - cos, + cos, - sin,) ]
Additionstheoreme:

cos (@, + @,) = cosp, - cos, — sin, - sin P,

sin (@, + @,) = sin@, - cos P, + cos P, - sin P,

| Ey =TT, [cos((p1 + @,) + i sin(p, +(p2)}
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Polarform: Multiplikation

Definition 1:

Zweil komplexe Zahlen werden multipliziert, indem man
ihre Betrage multipliziert und ihre Argumente (Winkel)
addiert.

=7, 7, [cos((p1 + @,) + i sin(@, + (pz)]
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Multiplikation und Division in Polarform: Aufgabe 1

Geben Sie eine geometrische Interpretation der Multiplikation
der komplexen Zahl z mit 7, -i und -1.

Z:\/§+i
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 1
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Multiplikation mit i, -i und -1.

1-3a

Abb. 1-1: Graphische Darstellung der Aufgabe am Beispiel einer komplexen Zahl /3 + i und ihrer
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 1
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Abb. 1-2: Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit i entspricht einer Drehung des
Zeigers z um den Winkel /2
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 1
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Abb. 1-3: Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit - i entspricht einer Drehung des
Zeigers z um den Winkel - n/2
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 1
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Abb. 1-4: Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit - 1 entspricht einer Drehung des
Zeigers z um den Winkel n
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 1
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Multiplikation in Polarform: Geometrische Deutung

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie den Betrag und den Argument der komplexen Zahl z,

37 4174
i ¢
a) zy=re ', z,=2
_ Ly _
b) z, =rie z, = —1
B i, . 1
c) zy=re =75
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Multiplikation: Geometrische Deutung

4 > Rezt

Abb. 2-1: Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer positiven reellen Zahl 2

Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit einer positiven reellen Zahl a bedeu-

tet eine Streckung des Zeigers z um das a-fache, wobei der Winkel erhalten bleibt.
. _ . "

elcpl, 222222810, Z, = Z AR

sz =2z

zZ, = Fr 7

1 1 | = 2rpe

| zy | = 27, arg(z3) = @,
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Multiplikation: Geometrische Deutung
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Abb. 2-2: Multiplikation einer komplexen Zahl mit der reellen Zahl -1
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Multiplikation: Geometrische Deutung

Die Multiplikation einer komplexen Zahl z mit -1 bedeutet
eine Drehung des Zeigers z um 180°.

z,=re , 22:—126

B o ie P9, ip i(p,+m)
Z, =z, "2,=—re =re et =re ,
|z, | =7y, arg (z;) = ¢, + =
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Multiplikation: Geometrische Deutung

Im z

3

Abb. 2-3: Multiplikation einer komplexen Zahl mit der reellen Zahl -1/2
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Multiplikation: Geometrische Deutung

Die Multiplikation der komplexen Zahl z mit der negativen reellen Zahl
a (a < () bedeutet

e cine Streckung des Zeigers z um das | a |-fache

e cine Drehung des Zeigers |a |z um 180°

_ __i__l Iy _
z, =re Zy = > = roe =
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Multiplikation: Geometrische Deutung

=~ ]

Abb. 2-4: Zur Multiplikation der komplexen Zahlen. Darstellung von zwei komplexen Zahlen,
wobei eine den Betrag 1 hat.

lel/'el(pl, Zzzelq)z, |22|:1
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Multiplikation: Geometrische Deutung

-3 ]

Abb. 2-5: Multiplikation der komplexen Zahl z mit der komplexen Zahl mit Betrag 1
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Multiplikation: Geometrische Deutung

Die Multiplikation der komplexen Zahl z mit der komplexen Zahl exp (i a)
entspricht der Drehung des Zeigers um den Winkel a.

_ [Q, 9, _ _ [Py _ n

|z,1 =1, |z [=]z]
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Multiplikation: Beispiel 1

3]
Z3
QO
2|
4 3 3 - ' 3 Rel(z)
_l_

Abb. 3-1: Zur Multiplikation der komplexen Zahlen

. i P B i & B o i B
z, =re", Z, =Fy€ ", Zy = Zy'Zy, = 1€
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Multiplikation: Beispiel 1

Zur Abbildung 3-1:

. i _ i o _ o i B

z, =rye ", Z,=Fye ", Zy = Z|Zy = Fy€
Fa =1 Ty, B=¢ +

z,=re'®=2+i=224e"7" |y =224, @ =2657

. i . 190 _ _an°
z.=r,e =12i=12e , r, = 1.2, x = 90

2 2 2

i116.57

Zy = Zy "Zy = r3eiB = 2.68¢
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Multiplikation: Beispiel 2

O
&

2 '3 Re{z}'

Abb. 3-2: Zur Multiplikation der komplexen Zahlen

zy=1+i=vV2e%, z,=2i=2d", z, =-2+2i=22"
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Multiplikation: Beispiel 3

\ P
4 -3 2 S '3 Re(z)
_.2 4
“a
-3
Abb. 3-3: Zur Multiplikation der komplexen Zahlen
zy=1+i=vV2e%, 2 =-1-i=2", 7 =-2i=2"

3-4 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



4-1

Polarform: Division

Definition 2:

Zwel komplexe Zahlen werden dividiert, indem man ihre
Betrage dividiert und ihre Argumente (Winkel) subtrahiert.

— = — ¢ =
% )
" o
= — [cos(®,—@,) +i sin(p,—®,)]
">
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Division: Beispiel 4

'3 Re(z)

_1_

-
=y Z3
-3

Abb. B4: Division zweier komplexen Zahlen
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Division: Beispiel 4

Z
_ i@ _ i & _ 1 _ iy
z,=r;e ", Z,=rye ", 23—2 =rye
2
_ _
ry = —, =P —
/o)
Zur Abbildung B4:
z. =2+ i=224¢72 z.=12i =12

21 224 (2657 — 9029657 _
Z3 = = e

Zy 1.2
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Division: Beispiel 5

0%

4 3 2 1y y\Jo 1 2 '3 Re(z)

=
Abb. B5: Division zweier komplexen Zahlen
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Division: Beispiel 5

Zur Abbildung BS5:

: 45 1 i - sigs
21=1+z=\5e’45, 22:__+_:_61135
2 2 \/5
‘1 —i 90 i270°
Z3:_:_2i=2el =2e
%
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Multiplikation und Division in Polarform: Aufgaben 3, 4

Berechnen Sie das Produkt z, - z, und den Quotienten U mit

den folgenden Zahlen: Z,

Aufgabe 3:

a) z, = cos 20 4 i sin20 , Z, =2 (cos 40 + i sin 400)

b) z,=3[cos(~5) +isin(~5)], z,=5cos(~10") + i sin(~10")]

¢) z,=cos250 + i sin250 , z, = COS 300 + i sin 300

d) z, =3 [cos190 +isin190 |, =z, =4 [cos200 + i sin200 |

Aufgabe 4:

a) z, =12 eimo, z, =4 ei400
b) z, =4 eizoo, z, = 4 eisoo
c) z, =15 e’ z, =2 i1z
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Multiplikation und Division in Polarform: Losungen 3, 4

Losung 3.
S o Zl 1 o . . o]
a) z,-z,=21|cos60 + i sin60 | L =5 | cos(340) + i sin(340) |
2
! . % . .
b) z,-z,=15 (cos345 + i sin 345 ) —1:%(COS(5)+iSin(5))
Z
2
. . 2] : o 0
¢) z,z,=cos 190" + i sin190 ~ = cos(310) + i sin(310)
2
- o 21 3 0 . o
d) z,-z,=121cos30 + i sin30 — = 5 c0s(350 ) + i sin (350 )
Z)
Losung 4.
z, " 2, a) 8% by 1670, ¢) 30"
z .
Z_l a) %8130 by 30 o) 75,15
2
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Multiplikation und Division in Polarform: Aufgabe 5

Berechnen Sie den Betrag und das Argument folgender Zahlen:

“1
23 T %17 AT
2
;I .4
a) z,=—4e 3, z,=2e 6
e e
b) 21=3e 2, 22=—e3
;= _;x
c) z, =—2e 6 z, =—4e 2
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung Sa

j X ; X
a) 21=—4e 3, 222286
T [Egx hid Iy ;3T
_ _ '3 ' _ 13 6)_ ‘2 1(2 i P
z, =z z,=(—4)2-e e °=-8e =—8e “=28e¢ =8 e
3 1 72
. TC
Py T_ T ;I L I
Z]  —4e 3 (3 6) i le ™ Lo
z4=Z = P =—2e =—2e =2e¢ =2e
2 D 6
3n 7
|z, =8, arg(z3)=7, |z, | =2, arg(z4)=?
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 5b

i & i &
b) z,=3e 2 222—63
AT 1.4 i T4+ l.5_7[ is—n-l—rt
2 3 2 3 6 6
Z,=2z.'Zy,=—3e " e =—3e¢ =—3e¢ =3¢ =
3 1 2
l.llJT i
=3¢ % =3¢
. TU
) T_x ;T g . In
Z;  3e 2 (2 3 ‘6 ’(6 ”) ‘76
Z, = = — =—3 ¢ =—3e =3¢ =3e
) )
—e
. . T . _7T[
|Z3|—3, arg(z3)——g, |Z4|_ ’ arg(z4)—?
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Multiplikation und Division in Polarform: Losung 5Sc

_Z'E _ll
_ 6 _ 2
c) z, = 2e ) Ty = 4 e
;X ;X —j (T4 _l.2_7[
z,=z,2,=(-2)(-4)e ®-e 2=8e¢ ' *=ge 3
_i% 7| L
. A 2e —le( 6 _1613
4z, ST 2 2
2 g4, 2
27 T
|Z3|_8a arg(z3)=—?, |Z4|:_: arg(z4):§
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