Der Grenzwert einer Funktion: Aufgaben 1,2

Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Funktionen
an der Stelle x = a:

Aufgabe 1: f(x) = sin l, a=0

Aufgabe 2: f(x) = x sin —, a=20
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 1

Diese Funktion hat eine Definitionsliicke an der
Stelle x =0, an der wir den Grenzwert bestim-
men mochten. Um zu einer Idee zu kommen, ist
es sinnvoll, sich die Funktion in der Umgebung
der Definitionsliicke durch Computerprogrammen
zeichnen zu lassen.
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 1

Abb. 10-1: Die Funktion f(x)= sin(1/x) und ein Bereich in der Umgebung der Stelle x =0
(ein Kreis mit dem Radius R = 1)

Oftensichtlich oszilliert die Funktion zwischen den Werten -1 und 1, und
das umso schneller, je ndher man zu der kritischen Definitionsliicke kommt.

Im néchsten Schritt vergrofern wir den Bereich um die Null, um einen
besseren Eindruck zu gewinnen.
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 1

Abb. LI-2: Die Funktion f(x) = sin(1/x) und der Bereich in der Umgebung der Stelle x = 0
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 1
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Abb. LI-3: Die Funktion f(x) = sin(1/x) und ein Bereich in der Umgebung
der Stelle x =0 (ein Kreis mit dem Radius R = 0.2)

Die vergroBerte und noch weiter vergroferte Darstellungen zeigen uns,
dass man wohl keinen Grenzwert erwarten kann. Im Folgenden werden
wir das Zeigen.
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 1
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Abb. LI-4: Die Funktion f(x) = sin(1/x) mit den gezeichneten Punkten (mn, 0) (gelb) und
(2nn + n/2, 1) (rot)

Um den Grenzwert zu bestimmen, nehmen wir zwel Nullfolgen

x,(n)=—, x,(n)= , lim x,(n) = lim x,(n) =0
T Nn T n— o n — o
21Tn + —
2
1 : :
lim f(x,(n)) = lim f —| = lim sin(mrn) =0
n — o n— o Tt n— o
) _ 1 . . |
lim f(x,(n)) = lim f = lim sin 21Tn+5 =1
n — oo n — oo 27Tn—|—% n — oo

Die Funktion f(x) besitzt keinen Grenzwert fiir x — 0.
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 2

Um den Grenzwert zu bestimmen, nehmen wir wie in Aufgabe 1 zwel

Nullfolgen
1 1 . .
x,(n)=—, x,(n)= , lim x,(n) = lim x,(n) =0
T n T n — oo n — o
21mTn + —
2
. . 1 . sin(mn) . 0
1 = 1 — =1 —— =] — =0
nl—r>noof<X1(n)) n1—>moo f ™n n1—1‘>noo T n nl—r)noo T n
" sin 21Tn—|—%
lim f(x,(n)) = lim f = lim =
I
= lim 1 = lim 1 =0
n — o 27TT1+E n— o ™n
lim x -sin — =0
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 2

y=f(x)
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Abb. L2-1: Die Funktion f(x) = xsin(1/x) mit einem Bereich in der Umgebung von Null
(ein Kreis mit dem Radius r = 0.01)

Im nédchsten Schritt vergroflern wir den Bereich um die Null
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 2
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Abb. L2-2: Die Funktion f(x) = xsin(1/x) mit dem eingezeichneten Kreis mit Radius r = 0.01
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 2
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Abb. L2-3: Die Funktion f(x) = xsin(1/x) in der Umgebung von Null
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Der Grenzwert einer Funktion: Aufgaben 3,4

Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Funktionen
an der Stelle x = a:

Aufgabe 3: f(x) = x* sin 1 , a=20
X
x* — | x|
Aufgabe 4- f(x)= , a=20
X
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Der Grenzwert einer Funktion: Liosung 3

Um den Grenzwert zu bestimmen, nehmen wir wie in den ersten Aufgaben
zwel Nullfolgen

x,(n)=—, x,(n) = , lim x,(n) = lim x,(n) =0
ik drn+ T -
2
lim f(x,(n)) = lim f 1) lim w: lim 0 > =0
n — o n — o mn n — o <7Tn) n — oo (7Tl’l>
sin 21Tn—|—E
. 1 2
lim f(x,(n)) = lim f —| = lim Y =
n — oo n — oo 27Tn+— n — oo 2 +_
p) T n 7
= lim L > = lim 1 2:O
n—»oo( T n — o (27Tl’l)
27Tn+§

) .1
lim x%-sin — = 0
x — 0 X
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 3
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Abb. L3-1: Die Funktion f(x)= x?sin(1/x)
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 3

y=f(x)

Abb. L3-2: Die Funktion f(x) = x?sin(1/x)
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 4

Abb. 14-1: Die Funktion f(x)= (x?-1xl)/x

Fo=X=1xl g0

Die Funktion hat eine Definitionsliicke an der Stelle x = 0.
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 4

lim f(x,(n)) = lim x,(n) - X, (n)
e N — o 1 n — o 1

= lim (x,(n)—1)=-1

n — oo

Es ist nicht wichtig, was fiir eine Nullfolge X 1st.

Betrachtet man eine Nullfolge auf der anderen Seite, d.h. Fiir nega-
tive x-Werte

X,(n) : lm x,(n)=0 (x <0
x > 0 —¢
nhjnoo £ (x, () = nhjnoo X (n)x—(|n>)<2(n)| B nhjnoo x5 (n) X— En—)xz(n)) _
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Der Grenzwert einer Funktion: Losung 4

Abb. 14-2: Die Funktion f(x)= (x*-1xl)/x

Die einseitigen Grenzwerte existieren, aber sie sind verschieden.
Die Funktion f(x) besitzt keinen Grenzwert an der Stelle x = 0.
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