Umkehrfunktion

Definition:

Die Funktion f: x — y ordnet jedem x eindeutig ein y zu. Kann umgekehrt
auch jedem y eindeutig ein x zugeordnet werden, so entsteht die Umkehrfunk-
tion oder inverse Funktion von f. Sie wird mit f ~! bezeichnet, d.h.

Sy o

Bei gegebener Funktionsgleichung y = f(x) erhdlt man die Funktionsgleichung
der Umkehrfunktion in zweil Schritten:

1. Schritt: Umstellen der Funktionsgleichung nach x : x = f 1 ()

2. Schritt: Vertauschen der Bezeichnung der Variablen (damit die abhingige
und unabhédngige Variable die iibliche Bezeichnung erhalten):

y=f'(x)

Dieser Schritt hat formalen Charakter.
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Umbkehrfunktion: Aufgaben 1-6

Bestimmen Sie die Umkehrfunktionen folgender Funktionen:

Aufgabe 1: y==—-1

f

AufgabeQ: f:y:3x—2
A
A

Aufgabe 3: y=—x+2
1
Aufgabe 4 y=—
- 2x
X2
Aufgabe 5: f:y= 7

Aufgabe 6: f : y = x°
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Umkehrfunktion: Losung 1

1. Schritt: Die Funktionsgleichung nach der Variablen x auflosen:

fTlix=2y+2= "y

2. Schritt: Die Variablen x und y miteinander vertauschen:

f_lz y=2x+2=f_1(x)

An der folgenden Abbildung erkennt man, dass die Graphen der
Funktion und der Umkehrfunktion symmetrisch zur Geraden mit

der Gleichung y =x liegen.

7-1a
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Umkehrfunktion: Losung 1

Abb. LI: Funktion (blau) und Umkehrfunktion (rot) sind symmetrisch in Bezug
auf die Gerade y = x

f)=2-1  fx)=2x+2
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Umkehrfunktion: Lisung 2

Abb. L2: Funktion (blau) und Umkehrfunktion (rot)

f: y=3x-2, f_l: x:y;_Z:f_l(y)
e oy= eI i

/-2 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Umkehrfunktion: Lisung 3

_3_

Abb. L3: Funktion und Umkehrfunktion sind identisch

fry=2-x, f': x=2-y=f"(»)
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Umbkehrfunktion: Lisung 4

Abb. L4: Funktion und Umkehrfunktion sind gleich

. 1 . I
f:y=— /'y x=— x>y, y-ox) f1:y=—
2y 2Xx
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Umbkehrfunktion: Lisung 5
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Abb. LS5a:

Die Funktion y = x%2 und ihr Monotonieverhalten
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Umbkehrfunktion: Lisung 5

Abb. L5b: Die Funktion y = x%2 im Bereich positiver x

Wir bestimmen zuerst die Umkehrfunktion der Funktion y = x%2 im Bereich
positiver x. Die Funktion ist in diesem Bereich streng monoton wachsend.
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Umkehrfunktion: Losung 5

Streng monoton wachsende Funktion (Abb. L.5b)

2
fio y==, D(f)=1[0 )

fl_li x=\/2y, X -y, y—oXx: y:\/2x

D(f7)=1[0,0), W(f;)=1[0, o)

Die Funktion und die Umkehrfunktion sind
in Abb. L5c¢ dargestellt.
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Umkehrfunktion: Losung 5
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Umbkehrfunktion: Lisung 5
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Abb. L5d: Die Funktion y = x%2 im Bereich negativer x

Wir bestimmen jetzt die Umkehrfunktion der Funktion y =x%2 im Bereich
negativer x. Die Funktion istin diesem Bereich streng monoton fallend.
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Umkehrfunktion: Losung 5

Streng monoton fallende Funktion (Abb. L.5d)

fr0 y=%. D(f)=(-=,0

fz_li x=—v2y, X =y, Yy —=X: y:—\lzx

D(f;") = (0, ), w(f,") = (-x,0)

Die Funktion und die Umkehrfunktion sind
in Abb. L5e dargestellt.

Die Umkehrfunktion fiir positive und negative x sind

in Abb. L5f dargestellt.
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Umkehrfunktion: Losung 5

Abb. L5e: Die Funktion y = f(x) im Bereich negativer x und ihre Umkehrfunktion

f(x) =2 f_l(x)z—\/a
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Umbkehrfunktion: Losung 5

a4
Abb. L5f: Die Funktion y = f(x) und ihre Umkehrfunktion
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Umbkehrfunktion: Lisung 6

f(x)

_1_

Abb. Lé6a: Die Funktion y = f(x) ist streng monoton fallend im Bereich negativer
x und streng monoton wachsend im Bereich positiver x

f(x)=x°
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Umbkehrfunktion: Lisung 6

fi': y=3x, D(f7)=1[0,0), W(f;)=[0, o)

fo' y==3x, D(f;)=1[0,o), W(f;")=(-xo, 0

7-6b Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Umbkehrfunktion: Lisung 6

y
24 ..
y=x
f(x)
il
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Abb. L6b: Die Funktion y = f(x) im Bereich positiver x und ihre Umkehrfunktion
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Umbkehrfunktion: Lisung 6

Die Funktion y = f(x) und ihre Umkehrfunktion

Abb. Lbc:
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