1-E

http://www.ilickr.com/photos/ishida/ 18054204:35/in/ pool-streetlampsoftheworld

Darstellungsformen von Funktionen
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Abb. 1: Konzept einer Funktion f(x): Abbildung einer
Menge auf die andere

Die Situation, dass verschiedene Groflen durch eine Gleichung
in Zusammenhang stehen, die nicht von der Form y = f(x) ist,
tritt sehr hdufig auf. Es stellt sich die Frage, unter welchen
Umstédnden durch eine solche Gleichung eine Funktion definiert
wird, die eine Grofe auf eine andere abbildet. In einem solchen
Fall sagen wir, dass die Funktion durch die Gleichung implizit
definiert wird.
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Analytische Darstellung: Implizite Darstellung

Eine Funktion ist in 1mpliziter Form gegeben, wenn die
Funktionsgleichung nach keiner der beiden Variablen x und
y aufgelost i1st. So ist beispielsweise

2x —y+1=0

die 1mplizite Form einer linearen Funktion. Die Gleichung
y?—x—-2=0

stellt keine Funktionsgleichung y = f(x) dar, denn wenn
diese Gleichung nach der abhidngigen Variablen y aufgelost
wird, ergibt sich keine eindeutige Zuordnungsvorschrift:

y =*xvyx + 2

An diesem Beispiel werden wir uns wesentliche Aspekte bel
der impliziten Definition einer Funktion klarmachen.
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Implizite Darstellungsform

| ye—x—=2=0
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Abb. 2-1: Graphische Darstellung der durch die Gleichung F (x, y) =
v2—x—2 =0 implizit gegebenen Funktion

Durch die Gleichung y?—x—2 =0 ist eine Teilmenge aller Punkte
der x,y-Ebene definiert, die diese Gleichung erfiillen. Beispiele sind

(-2,0), (4,V6) oder (1, \3).

2-1 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Implizite Darstellungsform

Abb. 2-2: In der Abbildung der implizit gegebenen Funktion F(x,y)=y?-x-2=0
werden zwei Bereiche vergrifiert

Im Folgenden werden zwei Bereiche mit den Mittelpunkten A und
B vergroBert und analysiert.
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Implizite Darstellungsform
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Abb. 2-3: Der vergroflerte Bereich von F(x,y)= y’-x-2=0
in der Umgebung des Punktes A

Wir betrachten die Umgebung des Punktes A = (-2, 0). In dieser Dar-
stellung haben wir es sicher nicht mit einer Funktion y = f(x) zu tun.
Die Kurve verlduft so, dass manchen x zwel verschiedene y-Werte zu-
geordnet sind.
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Implizite Darstellungsform

Abb. 2-4: Der vergrofierte Bereich von F(x,y)= y’-x—-2=0
in der Umgebung des Punktes B

Wenn man die Vergroferung der Umgebung des Punktes B = (4, \/6)
betrachtet, konnte man davon ausgehen, dass man den Graphen einer
Funktion vor sich hat.
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Implizite Darstellungsform

Implizit definierte Funktionen und Relationen werden im
Allgemeinen durch eine Gleichung vom Typ

F(x,y)=0
gegeben.
Beispiele:
Kreis: F(X,y):X2+y2—4:O
X2 y2
Ellipse: F(x,y)=—+b——1=O
a

Lemniskate: F(x,y)= (X2 + y2)2 — 242 (X2 — yz) =0
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Lemmniskate von Bernoulli

Eine Lemniskate ist die Figur, die als Symbol fiir

Unendlichkeit und Unbegrenztheit bekannt ist. Mit
dem Begrift “Lemniskate” wird meist nicht das
Unendlichkeitssymbol, sondern eine geometrisch de-
finierte Lemniskatenkurve bezeichnet. Die bekanntes-
te dieser Kurven ist die Lemniskate von Bernoulli.

Jakob Bernoulli
(1655-1705)
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Lemniskate von Bernoulli

Abb. 3: Graphische Darstellung einer Lemniskate

Die Lemniskate von Bernoulli ist eine spezielle ebene, algebraische
Rurve 4. Ordnung mit den Gleichungen:

Kartesische Koordinaten: (X2 + y2)2 =2a’ (X2 - yz)

Parametergleichung:

X =acost V2cos(2t), y =a sint V2cos(2¢)
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Implizite Darstellung: Beispiel 1

Abb. 4-1: Graphische Darstellung eines Kreises mit dem Radius 2

An der graphischen Darstellung erkennt man, dass die Zuordnung
x — y nicht eindeutig 1st. Durch die Gleichung sind implizit zwel
Funktionen erkldrt, was wir im Folgenden zeigen.
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Implizite Darstellung: Beispiel 1
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Abb. 4-2: Darstellung eines Kreises durch zwei Wurzelfunktionen g (x) und h (x)

g(x)=vV4 —x*: [-2,2] — o0, 2]
hix)=—-V4 —x*: (=2,2) = [-2,0)
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Implizite Darstellung: Beispiel 2

Abb. 5-1: Graphische Darstellung einer Funktion y? =x + 2

An der graphischen Darstellung erkennt man, dass die Zuordnung
x — y nicht eindeutig 1st. Durch die Gleichung sind implizit zwel
Funktionen erkldrt, was wir im Folgenden zeigen.
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Implizite Darstellung: Beispiel 2
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g(x)=+vx+2: [-2, o) — [0, o)
h(ix)=—-vx+2: (=2, ©) — (—o0,0)
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Explizite Darstellung

Funktionen werden nach Moglichkeit explizit dargestellt,
das heilt, die Glieder mit und ohne Funktionsvariablen
stehen aut der einen Seite der Funktionsgleichung und
der Funktionswert auf der anderen Seite. Man spricht
dann von explizit definierten Funktionen.

y = f(x)
Yy steht isoliert auf einer Seite der Funktionsgleichung
Beispiele:
y = x>+ 3x —7
y=3sinx + 2

y=xc¢e"
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Explizite Darstellung: Aufgabe 1

Wandeln Sie, wenn moglich, die folgenden implizit
definierten Funktionen oder Relationen in eine ex-
plizite Darstellung um

a) F(x,y)=2x+3y—-6 =0

b) x4:—x2-ln\/;

c) x>—-6y+8=0

d) e*=xy

g) Iny=x*
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Explizite Darstellung: Lisung 1

2
a =——Xx+2
) Y 3
b) y_e—2x2
—xzzln\/} = —XZZ%IH_)/ =
—2 x?
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