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Kapitel 1

Formeln

1. Rechenregel fiir Potenzen
Fiir a, b # 0 gilt:

2. Rechenregel fiir Wurzeln

Regel 1:
Regel 2:

Regel 3:

Regel 4:

Regel 5:

Regel 6:

brz . bm — bVH—m
bl’l

_n—-m
ﬁ - ’
(bn)m — bl’l'm

a”-b"=(a - b)",

Wurzeln als Potenzen mit gebrochenen Exponenten. Fiir a, b > 0 gilt:

% = Nam,
Va _ \/g (b #0),

b

3. Binomische Formel

(a+b)? =a® +2ab + b?,

(a+b)’ =a’ +3d°b +3ab* + b,

a>—b*=(a-b)a+b),

Va b= Vab

Jia=xa= @

(a-b)? =a® - 2ab +b?,
(a—-b)’ =a®—3ad*b +3ab® - b,

a-b = (a—- b)(a2 +ab + b2).

(1.1)

(1.2)

(1.3)
1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)



Kapitel 2

Folgen

1. Grenzwert einer Folge
1.1. Rechenregeln fiir Grenzwerte

Seien a, und b, konvergente Folgen und sei c eine konstante Zahl, dann gilt:

lim a, = a, lim b, = b,
n—00 n—oo

lim(c-a,)=clima, =ca, 2.1
n—-oo n—oo

lim(a, £ b,) = lim a, = lim b, = a + b, (2.2)
n—oo n—oo n—oo

lim(a, -b,) = lima, - imb, =a-b, (2.3)
n—00 n—oo n—oo

. ay limy, 00 ap a

Iim — = —— = —, b, # 0, 2.4
nowo by liMyoe by b n? @4
lim +a, = [lim a, (lim a, = 0). (2.5)
n—0oo n—oo n—oo

1.1.1.  Einschliefjungskriterium

Es seien a,, b, und c, reelle Zahlenfolgen mit folgenden Eigenschaften:

lim a, = a, lim ¢, = a, Ynzny: a,<b,<c,.

n—o0 n—0oo

Dann konvergiert die Folge b, gegen a:

lim b, = a. (2.6)

n—oo

1.1.2.  Das Rechnen mit Nullfolgen
Falls eine Folge eine Nullfolge und eine andere eine beschrinkte Folge ist, ist das Produkt von beiden

Folgen eine Nullfolge
lim a, =0, lim b, = b, lim (a, - b,) = 0. 2.7)
n—oo

n—-oo n—o00



1.2. Liste einiger Grenzwerte

1
lim — =0, (2.8)
n—oo n
limg"=0, |q|<]1 (2.9)
n—oo
lim {fa =1, lim{An=1 (aeR, a>0), (2.10)
n—00 n—0oo
n n
lim (1 +—) —e,  lim(l+u)i = e, lim (1 + 5) = ¢ (ceR). (2.11)
n—o0 n u—0 n—o0 n
2. Grenzwert einer Folge
2.1. Beispiele
Bl
=S o gGn-) L 3-3 im(3-3) lm®-lm() 30
n—oo 9n + 12 n—oo %(971 + 12) n—o Q 4 % r}l_)rg (9 + 17) nh_)rg(g) + nh_)rg (17) 9-0 3
B2
(n+2)(n+3) L m+)m+3) C(1+(1+3)
im ———————— = lim ~ :hmﬁ:
o 2+ DEBr+ 1) noe Loy D@n+1) 0w (2 + ﬁ)(s + z)
: 2\ 1: 3
Jim (1D im(145)
T N\ h 16
lim (2+ ) lim (3 + )
B3
Gn-Dn?-4) _ oy Gn= DO =D@+2) L Gn-Dn-2)
n—eo (M42)(n2+9) o (n+2)n2+9) now 2+9)
) n%(3n—1)(n—2)_1_ (3—%)(1—%)_3
n—oo n]_z (l’l2 + 9) n— o0 (1 N %) .
B4

B5
L (n=2°-(3-2 . 9w —4mP+66n-35 . 9-T+H-%
lim = lim = lim =3
n—0oo 33+ 12n-17 n—oo 33+ 12n-17 n—00 3_,_:1_%_'17_3



Man kann den Grenzwert dieser Folge auch bestimmen, indem man » aus den Termen (n — 2)3 und
(3 — 2n)3 ausklammert und Zihler und Nenner durch »> dividiert.

3 3
m—2f=n%1—%), @—2m3=ﬁ(§—%,
n n

-2 -G-2 (-2 -n(i-2)

lim lim = lim =
n—eo  3n3 +12n -7 n—eo n3(3+:l_§_n13) n—oo 3+%_nl3
. 23 . 3 3

_}L“So(l‘Z) - Jim (3 -2) _1-ey
: 12 7 N o
lim (3+ 32 - %) ?

B6

P 6464 63
a)n1—>r£loan_n1—>n0104"+1—3_nl>nc}o4- "—3_n1—>nolo4_i_ ’

47!

Die Folge a, hat eine Potenz mit Basis 4 im Nenner und im Zzhler. Durch Division von Nenner und
Zihler mit 4" hat a,, eine Konstante im Zahler und eine Konstante mit Nullfolge im Nenner.

. C3243.y 9.3 43.s A ©.343.5m 9-(3)+3 3
b) imb,=Ilim ———— = lim ——— = lim = lim ——— .
n—co e STL— 17 noe 55017 noe L(5.51-17) oo 5- 1 5

In der Folge b,, haben wir Potenzen mit n im Exponenten mit Basen 3 und 5. Bei solchen Aufgaben
teilt man den Ausdruck durch die Potenz mit der grof3ten Basis.

n
) i 5. 4ntl _pned g 441620 L 20-47-16-2" 20—16-(%) 10
¢) lm ———— = lim = lim =lm ——7=—.
noco 22MH3 D 4n T pmeo 8221241 now 841 —2.47 T poe 82 3
B7
. mn n
a, = cos(nn), bn:mn(?), cn:cos(T).

Die Folgen a,, b, und ¢, sind divergent. Die Folge a, hat die beiden Hiufungspunkte —1 und 1, die
Folgen b,, und c¢,, haben die drei Haufungspunkte 0, —1 und 1.

BS
_cosn) o) ] lim —0 = lima,=0
RO S n+9  n+9’ nson+9 noooo 1
B9
3 — cos (nn) 3 — cos (2nk) 3 —cos(m(2k + 1))
a, = _—, a -, a = ’
"~ 3+ cos (nn) 27 35 cos (2nk) 2 3 cos (n(2k + 1))
) 1 )
dmaye =g, limax = 2.

Die Folge a, ist divergent. Sie hat die beiden Haufungspunkte 1/2 und 2.

4



B10

1
= , lim( n2+n—n)=
1+1+1 e
B11
2 2 1
hm( ):hm(\/2 ):\/lim 2n —\/hm I—N/T=1
n—oo n2+n n—oo n“+n n—oo n- +n n—>ool+z
B12
n " 5 1 1
lim (1+—) =¢’ (a€R), lim (1——) e 2= — (az——)
n—oo n—oo n e 2
B13
1 1 1 1 1 1 1
a, = + + + ..+ , =—- ,
1-2 23 3-4 n-(n+1) n-n+1) n n+1
1 N 1 N 1 1 1 1 1 1+1 1 N
a = = - — - — - - —
" 1-2 2.3 3.4 n-(n+1) 2) \2 3) \3 4
1 1 1 1
+ _ — :1— 1 —1 1_ = 1.
n n+l n+1’ o 1 nl—>nolo( n 1)
B14
1 2 3 n-—1
a, = E E—'—nz oot 2 .

Um den Grenzwert dieser Folge zu bestimmen, wird der gemeinsame Faktor 1/n? ausgeklammert.
In der Klammer steht dann die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis n — 1. §,_; sei die Summe
der n — 1 natiirlichen Zahlen b,, von 1 bis n — 1 mit S| = b; = 1. Diese Summen §,_; bilden eine
arithmetische Folge mit der konstanten Differenz d = 1. Die m-te Partialsumme einer arithmetischen
Folge mit m Gliedern ist S ,,, = (b1 + by,) - m/2, also

1+(n-1)

14243+ ...+(n-1)= 5

-<n—1>=§-<n—1>

Dadurch kann man a,, vereinfachen:

. .1 . 1 n .on—-1 1
nh_)noloa,,:nh_)n;;(l+2+3+...+(n—1))=r}1_>n30;-§-(n—1)=nh_)n(}o o =§.




2.2. Aufgaben

Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen fiir n — oo:

Al
1 b - 1 1 1 n 1
an_n+4’ "Th+2 n+3 “n 2n n+5 n?
A2
2n—-9 2m? -1 7 — 6n? 1 —2n+ 3n?
a = b = b c :—’ = b
" 7-8n 4n? + 8 " 11n + 2602 "1 +22n + 33n2
A3
6n3 —12n+ 11 (3 -n)? n? =3)(n? +3)
a :—’ = . = .
" 83 —5n2+ 14 " 2+ 1)2(7-3n) " n3-n@3-6n)?
A4
-3\ ) 751\ 32\ 14-7n\*
= n = , Cp =|———— N =\ .
D=\ys ) a2 =19 1 on2 "\ + 16
A5

n—-3
2n+7

4-n
4+ 5n

)

_2-2m)(3-3n)
C (@n+4HGBn+5)

n

Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen fiir n — oo:

A6
(=3 -(n+3)?
T 3p2+3p-1
A7
= (3 —4n)?
T m=-23-n+2)%
B (1-2n)
T -2 -+ 1)
A8

a, =

(-2 -(2-3n?

b ,
" 14n3 —7n
~ (3 —4n)?
T (=23 = (1 +2n)%
D" bpy=(=D"-n,

_(7T-2n)4n*-9)
C 2n-3)2-Tn?)’

n

_ 8’ —(3-2n)

T (A +n)B3+5m2

_ (3 —4n)’
C(n=-2P3 - (m+2)%

Cn

Cp = n=V",



A9

1+ (=1 (=1t T+(=1)"-4 251+ (=11 - 100
a)a, = ———, b, = 7 Cp = — —, d, = 3 s
n n n n* +25n
b a, = 6n+(=1)"-2 p = 6+ (D" 2n _6n’ +(=1)"-2n
T T 122

A10 Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge a,

n -1
a, = 3+n .
n+1

Bestimmen Sie die Grenzwerte folgender Folgen fiir n — oo:

All
a, = V4n* + n—2n, by = V9n* —n —3n, cn = Vn*—n2 —n?,

Al12

ay= 3n+3-V2n—2, b= \3n+3-\V3n-2, c,=Nnl+n+l-V2-n+l.

Al13
ay= Nn2+1—-Vn2—1, by=nm+2) — Vn2-3n+5,
=N+ D +2) = Jn-Dn+4),  dy=Va(Vn+1-Vn-4).
Al4
1 1 S5n 3n
an = ——, bnz s Cp = —F/—, dn=—.
vn V3n-1 5n?—n V1212 + 2n
Al5
1 1 1 3n-2 1\" Tn+1
=3 bn= Sy T T d”:(_i)' no
Al6
85 p oo 235 _9+3.2" 54231
M=y sos "Tgao11 T 1o 632414
Al7
4+04" p - 103" 9-4.0.1"
= = — ch=—=.
"T04r 42 "7 057+ 21 " 340203



Al8

10" -3 . 4" 5.7 4120072 3.m3 _ 4ntl
W= gsqor T gm0 O Gyt
Al19
a) a, =cos(n(n+1)), b,, = sin (7tn), ¢, = cos (n), d, = ncos(n),
: 2
b a, = sn’;gn)’ b, = nJlr 1 sin(%l), ¢ = coi(;rn)’ d, = COS:QT” )’
A20
a, = ,11 sin(3nn_|__ﬂz), b, = siri/(ﬁn)’ cn:cos(%+g), d, :sin(g—n—lz).
A21
o = 5 + cos (7n) _ 2 +sin(wn) 3 2+Sin(ﬂ_2")
" 3 —cos(mn)’ " 4 —sin(nn)’ n_4—sin(”—2").

Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

A22
. @+ D'+ 2r+2)! . m+ D —-(n+2) @+ D'+ 2+ 2)!
lim s lim , lim
n—oo 2n + 3)! n—oo 2n + 3)! n—eo 2n + 3)! = 2n + 2)!
A23
n n n 1 n
Iim(l1--], Iim(1-—]1, Iim |1+ , Iim (1 -
n—oo n n—oo n n—oo n+3 n—oo n+5
A24




2.3. Losungen

L1
L2
. 1
Jim a, = =7,
L3
6P —12n+11 3
lim =

noo 813 — 5n2 + 14 4

lim a, = lim b, = lim ¢, = 0.

n—oo n—o00 n—o00
, 1 , 3 , 1
lim by =2,  lime=-77  limd, =7,
(3 -n)} 1 n*-3)n*+3) 1

n:

" Qn+ 120 =30 12 nG-mB-6n? 36

L4
. . . 1 .
lim a, =4, lim b,, = —125, lim ¢, = —, lim d,, = 0.
n—oo n—oo n—oo 36 n—oo
L5
. (n=3\({4-n 1 Q2-2n)(3-3n) (-2)(-3)
lim = =-0.1, im = =0.3,
n—eo\2n+7)\4+5n] " 2-(=5) n—eo (4n + 4)(5n + 5) 4.5
g 7206 -9) _ (=2)-4 _4
n—eo 2n—3)2-Tn2)  2-(=7) 7T
L6
. . (n=32—-m+3)? —12n
lim a, = lim = =0,
n—oco n—eo 32 4+3n-1 32 +3n-1
—2) — (2 = 3n)? 3_(3-2n)
T ek C ek L) M S O G e R}
n—co 14n3 — Tn n—co (1 +n)3 + 5n2
L7
. . (3 — 4n)* 4 . . (3 — 4n)?
lim @, = lim =—=, lim b, = lim =
n—co n—co (I’L — 2)3 -(n+ 2)3 3 n—0eo n—co (n - 2)3 - (1 + 21’[)3
_4n)3 1 -2n)3
lim ¢, = lim — &~ 4" —w,  limdy = lim — 2" - -8,
n—co n—e (n—2)3 — (n+2)> n—eo n—oo (1 —=n)? —(n+1)3

L8 Die drei Folgen sind divergent. Die Folge a, = (—1)" hat zwei Hiaufungspunkte —1 und 1. Die
Teilfolgen der Folge b, = (-1)" - n, by = 2k und by = —(2k + 1), sind unbeschrinkt. Eine
Teilfolge der Folge ¢, = n=Y", ey = (2k), ist unbeschrinkt, die andere Teilfolge cops1 = 2k + D!

ist eine Nullfolge.



L9 Konvergieren alle Teilfolgen einer Folge gegen einen bestimmten Wert, so konvergiert auch die Folge
gegen diesen Wert.

) = 1+(-1)" L+ (=D* L+ (=1
a an = n ’ D = 2k ’ A+1 = 2k+ 1 >
. 2] . G S
= lim — = lim - =0 1 = lim ———— =1 =0,
dm age = i e = im e =0 imann = i e = I
lim a, =0,
n—oo
b (-1t R b
n — n2 ’ 2k = (2]{)2 - 4k2, 2k+1 = (2k+ 1)2’
lim bzk = lim b2k+1 = 0, lim bn = 0,
k—oc0 k— o0 n— o0
T4 1 2 lime, =0
= s k= —, C = ’ Ch =Y,
Cn " 2k 2k 2k+1 e+ 1 M Cn
o 2Sm(=Dla100 25+ (-1
L S T L
o en+ (=2 642
PomRes T R T 1 Y
6 n
, L 6+(=D"2n o+ (D2 1 (=)
T . P

Die Folge b, hat zwei Haufungspunkte —1/6 und 1/6, ist also divergent.

. 6+ (=1)"-2n
lim ¢, = lim ——
n—oo n—oo 12n2 n—oo

n 1
=1 —+(-1D)"—] = .
im (2+( ) 6n) 00

L10 Wir schitzen diese Folge ab und benutzen dabei die Formel Gl. (2.10) auf Seite 3:

n _1 n . n
l<ay=13+2"= <& 1limVa=1,
n+1 n—oo

Die Folge a, ist also zwischen den Folgen b, = 1 und ¢, = V4 eingeschlossen (siehe Gl. (2.6)), die
den gleichen Grenzwert 1 haben.

lim 1 < lim a, < lim V4, lim a, = 1.

n—oo n—0oo n—oo n—0oo
L11

1 1 1
lim(\/4n2+n—2n): 7 lim(\/9n2—n—3n)=—6, lim(\/n4—n2—n2)=——.

n— 00 n—o0 n—oo 2

10



L12

3n+3-V2n-2)(V3n+3 2n-2
liman:lim(\/3n+3—\/2n—2)=lim(\/n+ V2n )(\/n+ + V2n )=

n—eo n—co n—o V3n+3+ V2n-2
1+ Vi (l+2
- lim n+>5 _ ( ) . ( n)
n—= \3p 4+ 3+ \V2n-2 "_’OO (\/3T+ m) nme \/7 \/27
lim b, = lim (\/311 +3—-V3n-2)= lim

n—oo n—oo n—oo ( \/? N \/7)

2 2
+n+1)-— —-n+1
llmcn=hm(\/n2+n+1—\/n2—n+1)—h WAnt D= —n+l) _
n—o0 n—oo n—oo \/n2+n+1+\/n2_n+1

2 2
= lim " - _ L

n_won(\/1+%+nl2+\/1_%+%) Vi+ V1

n

L13
lim (\/n2+ 1= V2 1) 0. lim (\/n(n+2)— \/n2—3n+5)= -,
n—oo n—oo
lim (v(n + Dn+2) - Vn—Dn+4)) =0 lim (Va(Va+1- Vn—4))=>
n—00 n—00
L14
1 1 5n
lim — =0, lim =0, lim ——— = — = 5,
n—oo n n—oo 3I’l—1 n—o0 m \/_
m —2" o fim — " im = Lim — lim —— = V3
n n
L15
. 1 3n-2 . 1\V'" 7Tn+1
fim =0 Jimgt=0 lime =0 g 5] M=o
L16
. . 1 . 3 .
lim a, = 4, lim b, = —, lim ¢, = ——, lim d, = 9.
n—oo n—oo 4 n—oo 4 n—oo
L17
. 4+047 . 7-03" 1 9-4.0.1"
lim =2, im0 =l =
n—oo 0.40 + 2 n>e 05" +21 3 340213



L18

1 1
lim a, = -3 lim b, = 245, lim ¢, = ~5

n—00 n—-oo n—oo

L19 a) Die Folgen a,, c, und d, sind divergent. Die Folge b,, ist eine konstante Folge, fiir jedes n € N ist
sin(rn) = 0.

lim b,, = lim sin(mn) = 0.
n— oo

n—o0

b) Die Folge a,, ist das Produkt einer beschréinkten Folge sinn (-1 < sinn < 1) und einer Nullfolge
1/n2. Der Grenzwert einer solchen Folge ist null. Die Folgen b, ¢, und d, stellen auch Produkte
einer beschrinkten Folge und einer Nullfolge dar und sind Nullfolgen.

lim a, = lim b, = lim ¢, = lim 4, = 0.

n—oo n—oo n—oo n—oo
L20
. . . . 1
lim a, = lim b, = 0, lim ¢, = limd, = —.
n—oo n—0oo n—-oo n—-0o 2

L21 Die Folgen a, und ¢, sind divergent.

1
lim b, = —.
Mm bn =3
L22
lim Cn+ DI+ 2n+2)! lim Cn+ DI +2n+2) im 2n+3 - lim ~0
n—co 2n +3)! s 204+ DI2n+2)2n+3)  n—eo 2n+2)2n+3) n—oeo2n+2
lim n+H—(n+2)! lim n+D(m+Hn+3)-1)
n—00 2n + 3)! 0o (n+2)!(n+3) S
L Qna DN+ Cn2)t
n—eo 2n+3)! — (2n+2)!
L23

4\" 1 1Y 1 I
lim([l1-=] =¢*= —, lim([1-—]| =¢ '3 = —, Iim |1+ e,
n—oo n o4 n—oo 3n Q/E n—oo n+3

12



L24

n n
1im(1+—”+1 (n 1)) =lim(1+ 21) _
—

n—1 n—oo

wel. 2 i)
2+ 3 n+1 1 PR TTY|
b) lim | = lim |1+ -— —e.
+1 2n+l

2y |\E et
li = li 1+ =M 2 = =0,
oJim (5] = tim 1+ ) e ;
2 2241 2
. 2% +2\" . 1 w251 lim, e 2
o (5rry) =m{iege) T = e

13



3. Tests

3.1. Test1
Al
_ n? n® . (2 =n)1-6n)
a>£ﬂ(n+3+7_q)’ b>£$f“3§:?“‘3ﬁ’
c) lim(\/n2+9n—n), d) lim(\/n2+2n—\/n2+7n),
n—oo n—oo
3n
e) lim (Vn“ +3n? - nz), ) lim (—)
P oo\ o2 — 17
A2

1" n n-12 5\"
lim (=] - lim [ ——>— lim (1-=] .
wgm)mJ %meﬁng(J

14



3.1.1. Test 1, Losungen

L1
im (2 n’ . (@ =n)1 -6n)
a) nh_>r£10(n+3+7_n)=—10, b) ,}LIEO(T‘-”")=—8,
N 2 5
c) lim( n2+9n—n):5, d) lim(\/n2+2n— \/”2+7n):—5,
n—o00 N—00
v 3 3n V3
1i ( 44352 — 2):_, li U P £
0 im (Vnt +3n2 —n’) =5, ) fim || =
L2

1" _n n-12 5\
li i — li _n-ts |\ _ i 3
a) s ((2) n+4) 0, b) nl_>n(}o(3n Gt 5)) 0, ) nl)n‘}o( n)
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Kapitel 3

Reihen

1. Reihen, Konvergenz von Reihen
Definition: Reihe

Ist a, eine beliebige Folge von Zahlen, so wird der formale Ausdruck

(o)

Zan=a1+a2+a3+... 3.1

n=1
als eine Reihe bezeichnet, die einzelnen a,, sind die Glieder dieser Reihe.

Definition: alternierende Reihe

Eine alternierende Reihe ist eine Reihe, bei der die Reihenglieder abwechselnd positiv und negativ
sind, wie zum Beispiel:

Z(—l)”an oder Z(—l)"“an (3.2)
n=1 n=1

wobei die a,, positive reelle Zahlen sind.

Es ist aber unmdoglich, unendlich viele Glieder zu addieren. Stattdessen betrachtet man die Folge S, der
endlichen Partialsummen

n

Sy = Zak (3.3)

k=1

und untersucht das Verhalten dieser Folge. Existiert der Grenzwert lim S, = s, so heilit die Reihe

n—oo

konvergent mit s als Wert ihrer Summe. Besitzt S, keinen Grenzwert, so hei3t die Reihe divergent.
Definition: absolut konvergente Reihe

Eine reelle oder komplexe Reihe )’ a, heillt absolut konvergent, wenn die Reihe }’ |a,| der
n=1 n=1
Betrige konvergiert.

16



1.1. Rechenregeln fiir Reihen

> a, = aund ), b, = b sind konvergente Reihen. Dann gelten folgende Regeln:

1. Summenregel Z(an +b,) = Z a, + Z b,=a+b,
2. Differenzregel Z(an —-b,) = Z a, — Z b,=a-b,

3. Faktorregel Z c-a, = cz a, = ca.

2. Geometrische Reihe

Geometrische Reihe ist eine Reihe der Form:

Zaq”=a+aq+aq2+aq3+..., a,qgeR, a+0.
n=0

Die Zahl g kann positive und negative Werte annehmen, z.B.:

1 o (1Y 11 1 1
== =1: =] =1l4+=-4+-4+ =+ =
=3 ¢ ;(3) EERE R AT

1 (1) I 1 1 1
=73 ¢ ;}( 2) 27278716

3 > (3Y 3 9 27 8l
=2 a=1 N o222
=7 ¢ ;(2) P BT

Im Folgenden wird gezeigt, dass die geometrische Reihe

[ee)

Zq":1+q+q2+q3+ R L
n=0

fiir |g| < 1 konvergiert und fiir | g| > 1 divergiert.

Sn=1+q+q2+q3+...+q"71, an=q+q2+q3+q3+...

Sn—an:(1+q+q2+q3+ +q"_1)—(q+q2+q3+q3+ +q"):1—q",

n 1-4¢"
Sn=qSn=8(0-¢)=1-4", Snzl_ (g#1)
= 1-4¢" 1
| e _ .
i<t D= limSu=lim o=, Jimd =0

n=0

Fiir | g | < 1 konvergiert die Reihe (3.7) gegen a/(1 — g):

&

und fiir | g | > 1 divergiert. Fiir g = 1 ist die n-te Partialsumme der geometrischen Reihe

Sp=a+a-1+a-1*"+a-°+ ... +a-1" = na.
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2.1. Aufgaben

A1l Bestimmen Sie das Bildungsgesetzt der folgenden Reihen und berechnen Sie den Reihenwert, falls
die Reihe konvergiert.

)3+3+3+3+3+ b)7+7+ ! + l + ! +

¢ 2 4 8 16 10 100 1000 10000
1 1 1 1

C)1—§+Z—§+E—... d)1—3+9—27+81—

A2 Schreiben Sie die ersten vier Glieder der Reihe auf und berechnen Sie den Reihenwert:

1 o (=) o 7 (3 2 (5 L4
@) ) o b)z:;) T C)Zos_n’ d)zzé(i_ﬁ)’ e)zz(:)(4—n+(—1)§).

Bestimmen Sie ob die Reihe konvergiert oder divergiert. Falls die Reihe konvergiert, bestimmen Sie
den Reihenwert.

A3
2 i(i) b) i(‘/g)n’ ) i(—ﬂ”'i d) i(—l)“n, e) i(—l)n%
n=0 \/5 =0 =0 = o 5
A4
o0 2n+2 s 3n s on+l © —_5)n 00 7n+l
a) nZ::‘) 3—n, b) nZ::‘) W’ ) ; W’ d) ; (3n+)3 i e) ;(_1)n TR
A5

[e9)

(7 3 (2 3 o 3n ® 1 (=5y"
0 S(F-2) wSEed) aSEed) e 3E-5Y)

n=0

3. Harmonische Reihe

Im Folgenden wird gezeigt, dass die harmonische Reihe 3, 1/n divergiert. Einige Glieder der harmoni-
n=1
schen Reihe werden durch kleinere Glieder ersetzt wie folgt:

S, = n1—1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1+ ! + +1+
" k2 3 4 5 6 7 8 9 16 T oawlgg n
k=1 ———
e o e B O o
1 1 n
> 14—+ ...+=-=1+—=. 3.9
2 2 2 (3.9
N e

n Terme
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4. Reihen, Beispiele

1.

Die harmonische Reihe ), 1/n
n=1

i1—1+1+1+1+1+ = o0
Lin 2 3 4 5

divergiert gegen unendlich, wie zuerst Nikolaus von Oresme bewies.

Leonhard Euler hat gezeigt, dass die Reihe Y 1/n® gegen die Zahl 7> /6 konvergiert.
n=1

i1_1+1+1+1+1+ o
in2 49 16 25 T 6

n=

Die allgemeine harmonische Reihe

(9]

(a>0)

n=1

konvergiert fiir @ > 1 und divergiert fiir a < 1.

. Die alternierende harmonische Reihe konvergiert gegen die Zahl In(2).

o (=D 1 1 1 1 1 B
Z =1 2+3 4+5 6+..._1n(2).

n
n=1

Die Leibniz-Reihe konvergiert gegen die Zahl /4.

Die Reihe ) (1/n!) konvergiert gegen die Eulersche Zahl e.

n=0

(o8]

Zl—1+l+l+l+i+ =e
nzon!_ 1 2 6 24 7

[se]
Die geometrische Reihe ), q" ist genau dann konvergent, wenn |g| < 1:

n=0
S 1
l-q°

n=0
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5. KonvergenzKkriterien

5.1. Notwendiges Kriterium fiir Konvergenz

Ein notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe ), a, ist die Bedingung, dass
n=1
die Summanden eine Nullfolge bilden

lim a, = 0. (3.17)

n—oo

Diese Bedingung ist zwar notwendig, aber nicht hinreichend. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, kann man
mit Sicherheit sagen, dass die Reihe nicht konvergiert. Ist diese Bedingung erfiillt, kann man nicht mit
Sicherheit sagen, dass die Reihe konvergiert. Es gibt Reihen, fiir die das notwendige Kriterium erfiillt ist,
die aber trotzdem divergieren.

Beispiele:
B1

[0

(o)
Zan:Zn, lim a, = lim n =
1 n—0oo n—0oo
n=

n=1
Die Reihe divergiert, da das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist.

B2

1#0.

[} [eS) n n ) 1
Z“"‘Z,Hl’ i an = i T T, T

n=1 n=1
Die Reihe divergiert.
B3

E a, = E (=nHr2", hm a, = lim(=1)"2" nicht existiert.
n—oo
n=1

Die Reihe divergiert, ad der Grenzwert nicht existiert.

B4

- o n+4 n+4 ) ”(1"‘4)
2=y =l = fim oy =

n= n=
Obiges notwendige Konvergenzkriterium ist bei dieser Reihe erfiillt. Demnach konvergiert sie mog-
licherweise. Um aber zu untersuchen, ob sie wirklich konvergiert, miissen wir hinreichende Konver-

genzkriterien zur Verfiigung haben.
B5
n (2 + §)

n

2

3
n—_
3
n

20+ 3 2n+3 2
""229n_5’ nll)ngoan_rzlﬂoo9n—5:n—’°°n(9_%) 9-3 9

e

= lim
n—oo

n=1

1l
—_

n

Die Reihe divergiert, da das notwendige Konvergenzkriterium nicht erfiillt ist.
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B6
00 0 1 . . 1
2=, Jiman= lim =0

Die Reihe }; }Z ist die harmonische Reihe. Das notwendige Konvergenzkriterium ist fiir die harmo-
n=1

nische Reihe erfiillt. Es ist aber bekannt, dass die harmonische Reihe divergiert.

5.2. Hauptkriterium

Definition: Hauptkriterium

[
Eine Reihe }; a, mit positiven Gliedern ist genau dann konvergent, wenn ihre Partialsummen S,

n=1
beschrinkt sind. Das heilit, dass es ein M gibt mit S, < M fiir alle n.

Beispiel: Die Reihe ), 1/n? (3.11) (S. 19) besitzt beschriinkte Partialsummen

n=1
n n n
1 1 1 1 1 1 1
S, = 1 =<1 — =1 = l=1+(1-2)+|z-=
" DI +Zn(n—1) +Z(n—1 n) +( 2)+(2 3)
n=2 n=2 n=2
1 1
+...+( ——)=1+1—1<2
n—-1 n n

und ist deswegen konvergent. Euler hat als erster die Summe dieser Reihe gefunden. Sie wird auch
als teleskopierende Summe bezeichnet.

5.3. Quotientenkriterium

[Se]
Man untersucht den Grenzwert lim (a,+/a,) einer Reihe ) a,. Falls dieser Grenzwert existiert, kann
n—oo n=1
man Folgendes sagen:

an+1

lim <1, die Reihe ist konvergent,
n—oo | a,
. an+1 . ..
lim [—| =1, keine Aussage iiber Konvergenz,
n—oo | ,
. an+1 . . . .
lim |—| > 1, die Reihe ist divergent.
n—oo an

Beispiele:
B1
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B2

= — 1 1 1 C anst ( n )2
= —, = —, = -, 1 = = 1
Z fin Z n? =2 n+l (n+1)? i an n+1
n=1 n=1
B3
0 ha 3n 3n 3n+1
Zal’l = Z_V, an = _’, al’H—l = '3
= i n! n! (n+1)!
el 3l g 3+l n! 3
lim = lim -— = lim -————— = lim =0<1
n—oo | a, n—eo (n+1)! 3"  n-oeo 37 n+Dn! noeon+1
B4
— - n n+1
ZanZZ%, an=7—n, an+1:7nT’
n=1 n=1
+1 7" 7" +1 1 1 1
lim |20 = i 252 L i L TR | )
n—oo| a, n—oo Tl oo 77N n n—oo 7 n 7

Die Reihen konvergieren, da die Grenzwerte nach dem Quotientenkriterium kleiner als 1 sind. In den
Rechnungen haben wir die Betrige weggelassen, da alle a,, positiv sind.

5.4. Wurzelkriterium

Falls der Grenzwert lim +/|a,| existiert, ldsst sich Folgendes sagen:
n—-oo

1. ist lim 4/]a,| < 1, ist die Reihe absolut konvergent,
n—oo

n

2. ist lim v|a,| = 1, ldsst sich keine Aussage iiber Konvergenz treffen,
n—0o0
3. ist lim V/|a,| > 1, ist die Reihe divergent.
n—-oo
Beispiele:

B1
- - 1 o w111
D= Jim Al = lim 0= <5<l
Der Grenzwert lim /| a, | ist kleiner als 1, die Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium.
n—-oo

B2

o o (3n—2)" o . aff3n-2\" . 3n-2 3
Z“”:Z(7n+9)’ Mim Vlan| = lim (7n+9) " gio- 7l
Die Reihe ist konvergent.
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B3

& St L T S B C |
D=5 lim 5 = lim = = 2 lim (4 = 5 (lim R =2 <1,

=1

3
Il
—_

3

Mit Hilfe der Formel (2.10) (S. 3) fiir lim {/n haben wir gezeigt, dass die Reihe konvergiert.
n—oo

B4
00 0 1 1 1
a lim = lim =1
; n ;n(n+3) n—>c0 \/n(n+3) n—=e I’ \n + 3 llmV_ lim Vn+3

n—00
n n 3 n 3
lim Vi +3 = lim Vn /1 + ——hm\/_ lim 4/1+==1-1=1.
n

n—00 n—-o0o n—-oo n—-oo

3

Eine Entscheidung iiber Konvergenz ist nicht moglich, da der Grenzwert gleich 1 ist.

5.5. Leibniz-Kriterium
Sei ), (—1)"a, eine alternierende Reihe und die Folge |a,| der Betrige der Reihensummanden eine Null-

n=1
folge. Dann ist die Reihe konvergent.

Beispiele:
B1 Die Reihe Y (—1)"(2n + 1)7!, Eq. (3.14) auf Seite 19, ist eine konvergente Reihe:

(1) 1 1 1
=t ——— 4+ -4 ..., 11m|a,,|_11m
o 2n+ 1 35 7 9 °°2n+1
B2 Die Reihe
& (<1 1 1 1 1 1

e — - —t———+ lim |, | = lim — = 0.

2 R A G T

ist konvergent, da sie die Voraussetzungen des Leibniz-Kriteriums erfiillt.

B3 Die Reihe

(1 + 1)"+2 RS VAR ; n+1 < ; n+1\"
i Z( D = Y D 4 P = Y- +1>2( . ) =

n=1 n=1 n=1 n=1
1 n
= Z(—l)"(n+l)2(1+—) ,

n

n=1

. . 2 1 " . 2

lim |a,|=lm#x+ 1)1+ -] =elim(®m+ 1)" = c.

n—0oo n—-oo n n—-oo

ist divergent.
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5.6. Minorantenkriterium
Definition: Minorante
[ee) (o)
Eine Reihe ) m,, ist eine Minorante fiir ), a,, wenn eine natiirliche Zahl ny € N existiert, so dass

n=1 n=1
0 < m, < a, fir alle n € N mit n > ny.

Eine Minorante ist also eine Reihe, deren Summanden indexweise kleiner oder gleich wie die Sum-
manden einer gegebenen Reihe sind. Entsprechend ist jede n-te Partialsumme der Minorante kleiner
oder gleich der n-ten Partialsumme der urspriinglichen Reihe. Deshalb ergibt sich aus der Divergenz der
Minorante auch die Divergenz der urspriinglichen Reihe. Darin liegt die Bedeutung des Minorantenkri-
teriums.

Minorantenkriterium

Jede Reihe, fiir die eine divergente Minorante existiert, ist divergiert.
Beispiele:
B1

ia _i ,—1 an = ! > ! = ! — 1
n=1 " n=1 +1 "UNZ+l N2 V2 \2n

Die Reihe Z 1/(Vn? + 1) ist divergent, da sie eine divergente Minorante, Z 1/( V2. 2n), hat.

n=1 n=1
B2
n-—"7Tn n-T 1 7
= > = - — —
Zan Zn%+3n— n n3+3n-2 n3 n n?

n=1 n=1

Die Minorante, >, (1/n -7/ n?), ist divergent, da die Reihe ), 1/n divergiert und damit auch die

n=1 n=1

Reihe 3 (n2 = Tn)/(n® + 3n — 2).

n=1

5.7. Majorantenkriterium

Definition: Majorante

[

Eine Reihe Z M, ist eine Majorante fiir ), a,, wenn eine natiirliche Zahl ng € N existiert, so dass
n=1 n=1
0 <a, <M,firalle n € N mitn > nyg.

Eine Majorante ist also eine Reihe, deren Summanden indexweise grofler oder gleich wie die Summan-
den einer gegebenen Reihe sind. Entsprechend ist jede n-te Partialsumme der Majorante groer oder
gleich der n-ten Partialsumme der urspriinglichen Reihe. Deshalb ergibt sich aus der Konvergenz der
Majorante auch die Konvergenz der urspriinglichen Reihe. Darin liegt die Bedeutung des Majoranten-
kriteriums.

Majorantenkriterium
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Jede Reihe, fiir die eine konvergente Majorante existiert, ist konvergent.
Mit Minoranten- und Majorantenkriterien kann man recht kompliziert aussehende Reihen behandeln.
Beispiele:

B1 Die Reihe Y sinn/(n?) ist konvergent, da fiir sie eine konvergente Majorante . 1/n” existiert:
n=1 n=1

(o] (o) . .
Z sinn sinn < 1
a, = Z a, = X -
n?’ n? n?

n=1 n=1

B2
a, = -, ap = —— < = < )
;n ;nz—\/ﬁ " ;nZ—\/ﬁ n=2n2—n ;n(n—l) Z;(n—l)2
I !
Z IRV Z )
n=2 (n 1) n=1 n
Die Reihe Y 1/n? ist eine konvergente Majorante. Die Reihe 3 nz_l 7 konvergiert.
n=1 n=2 n

5.8. Konvergenzkriterien: Zusammenfassung, Notation

Abkiirzungen:
NK = Notwendiges Kriterium fiir Konvergenz
QK = Quotientenkriterium
WK = Wurzelkriterium
LK = Leibniz-Kriterium

MK = Majoranten-, Minorantenkriterium

6. Beispiele

In den folgenden Beispielen werden wir verschiede Konvergenzkriterien anwenden, um die Konvergenz
bzw. Divergenz einer Reihe zu priifen.

B1

- = 1
Za”zzn(mz)‘

n=1 n=1
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1 1 1
WK : lim v|a,| = lim 4 = — = =1,
e VN T ne \n(+2) T lim Ynm+2)  lim Y lim Vn+ 2
n—oo n—oo n—oo

nn+2) n? (1+2) 140

QK : lim Gntl ] _ im ———— = lim = =
) n—o | a, n—eo (n+1)(n+3) noo n2 (1 +%) (1 +%) T1+0)1+0) ’
1 1
MK : a, (konvergent).

— — < _—

nn+2) n2+2n n?

Wurzel- und Quotientenkriterium fiihren hier zu keiner Aussage iiber die Konvergenz. Nach dem
(o8]

Majorantenkriterium konvergiert die Reihe, da sie eine konvergierende Majorante hat: Y 1/n? =

n=1

7 /6 (siehe 3.11, S.19).
B2

n 1 n
QK:  lim | = fim —  —fim —" _ — lim ( 1 ):
n—eo | ay, nooo (n+ 1yl noeo(n+ 1) (n+1)" noeon+1\n+1
n
1 1 1 1 1 1 1
lim—(m] = lim -ﬁ:—lim =--0=0<1,
n—co p + 1 el n—ocop + 1 (1_,_’_1) en—con+1 e
WK lim v|a,| = lim y/— = lim - =0< 1,
n—oo n
1 (1! S
MK : an =5 < (5) , Z T konvergiert.

Wurzel-, Quotienten- und Majorantenkriterium zeigen, dass die Reihe konvergiert. Da der Term a,
die Form (...)" hat, fiihrt das Quotientenkriterium schnell zum einfachen Ausdruck lim 1/n = 0.

n—oo

B3

. an+1 1 . 1
K: 1 = _—1 = — :—<1’
Q ool an | noe (4 1) -2 2abentl 2abel+ljn 2

. .ol 1 _ 1 , 1 1 1 1
W e = N T e e 2E 2Gm g 2

n—oo
1 1 o 1 ,

MK : an =~ < o ; o konvergiert.

26



B4

IR

n=1 n=1

3

(+1? 3" .3 (n+1)

sl 1 n+ 1\ 1
—1| = lim = lim . = — lim ==,
n—oo  3n+l n2 n—oo 30+l n2 3 n—oo n 3

an

QK: lim

n—oo

) J21 1 2
WK:  lim Ylan] = lim /% = = lim 47 lim 7 = —(hm \/ﬁ) .
n—oo n—oo Y 37 3 n—oo n—oo 3 \n—oo 3
BS

i a, = Z sin (n:r/Z)

n=1 n=1

Wir schreiben zuerst die ersten Glieder der Folge a,, = sin (nr/2) auf.

sin (nm/2) 1 0 -1 0 1 0 -1 0 1

Die ersten Glieder dieser Reihe sind also

— =t ===+ — + ...

Csin(rm/2) 11 1 1 1
Z n! I T TR T TR Y

n=1

Der Term sin (nrr/2) bewirkt 1) dass nur die Glieder mit ungeraden n ungleich Null sind und 2) dass
die Reihe eine alterniert und in folgender Form dargestellt werden kann:

i sin (n/2) (1"
nl A 2n+ D!

[59)

n=1

Sie konvergiert also nach dem Leibitz-Kriterium.

7. Aufgaben
7.1. Konvergenz einer Reihe

Bestimmen Sie mit Hilfe des Wurzelkriteriums, ob die Reihen konvergieren oder divergieren:

Al

i(an:- 1)n’ i(3n+5)n i(;nn_'_—lz) ’

n=1 n=1 n=
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A2

A3

a)i3n(l+%)3n, b)izn(l—%)n, c) iél- (1__)3”, d)2511(1+ )

n=1 n= n=1

A4 Bestimmen Sie mit Hilfe des Quotientenkriteriums, ob die Reihen konvergieren oder divergieren:

(o9

i 1 5n o (n!)? o 37 (n!)? i 4" . (n)?
(2n)! i (2n)! i (2n)! o (2n)! o (2n)!
A5 Bestimmen Sie mit Hilfe des Leibniz-Kriteriums, ob die Reihen konvergieren oder divergieren:
(fl + 2)n+l s | nn+1 & (i’l _ 4)n
B b _1 f TV _1 " ’
)Z = );( e © Zl< e

(n—75)"2 - L+ 3)
d) Zl 9 ;(—1) —

A6 Bestimmen Sie mit Hilfe der Minoranten- und Majorantenkriterien, ob die Reihen konvergieren oder

divergieren:
n n n+2 n-—>5n
Zn2+2’ Zn3+1’ ZS”I+2n—1 Z(n+l)3’ Zn3+n+1’
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
— 1 + sin (n) — sin (1) + cos (n)
Z 10 Z n? ’
n=1 n=1

A7 Bestimmen Sie, ob die Reihen konvergieren oder divergieren:
C (n—-13)? - 2n’ - 1n+8
b , —,
%) Z 12n2 nts D Z:; n-222In+5) © Z s2Gang Y Z 873 —2n+ 21

A8

o 1 — (=1) < 1 o (=1)" - 1
;T’ ; n+ s ; 215 HZ:; 22+ 8 ; Vi +12n

A9

o0 . <, < n o cos’(1) o 1+3"
;(_3)’ Zn+1’ Z(n—l)"’ L3 Z 3 Z o



A10

i 1 —n?
—i 2 + 50
n=1
All
— 3n+7 4"
) b N
@) ;9+5n ) Zi ()2

29
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8. Ldsungen

8.1. Geometrische Reihe
L1
L2
o1l w1 1 1 1 1 1 1
= — = — _ —_ _— R = -, :1’ = -,
“);M ;(4) 4776 64 256 " 14 3 ¢ 1= 3
> (=1 1Y 1 1 1 1 1 3 1
b = —_— = —— 4+ — _— 4+ — ==, :1’ = —=,
) 27 Z:(:) 3) "3T9 2773 -3 4 1773
AR w7 7 7 7 7 35 1
— = Tl ==+—=+—+—+...= =—, =17, = -,
C);yz ZO (5) 57257125 " 625 1-1/5 4 “ =3
(3 2 - 1" < I 5 19 65 211
d — - = Azl =Y 2|z =2+ =+ —+—+...=
)Z(zn 3n) 2,3 (2) 2, (3) 636 216 1296
n=0 n=0 n=0
3 2
= - =6-3=3
1-1/2 1-1/3 ’
(5 4 - 1" < 1\ 9 189 369 4149
—+(=D)'=)=> 5|+ ) 4|z =+ —+-x+ +...=
6);(@ ( )sn) ZO (4) ZO (5) 20 400 8000 = 160000
5 4 20 20
= + =—+==10.
1-1/4 1-(-1/5 3 6
L3
L4
L5
8.2. Konvergenzkriterien
L1 Diese Reihen konvergieren.
1_n21”|,n21"1,21 2 _,
1m = - — = lim ———| =lm|z-—|=<
n—oo 3 2n n—oo 3 2n n—oo \ 3 2n 3 ’
. n no\" _— no\" . . 1 1
lim ( ) = lim ( ) = lim = lim ==-<1,
n—oo 2n+1 n—co Y\2n + 1 n—eo 21 + 1 n—>002+% 2
n n
lim ( L ) =lim"( L ):lim " gim—— =Ly,
n—co 3n+5 n—eo \\3n+5 n—eo 3n + 5 n—>oo3+% 3
ol {2n-9Y) o 2n=-9Y)" 2n-9 2
lim ’: im = lim ==-<1,
n—>co 5n+ 12 n—eo \\ 51 + 12 n—eo Sp+12 5



L2 Diese Reihen konvergieren.

o alnd ne 1. .\ 1
fim G = fim - = 3 (fim ) =3 <1
5
| nd ol nd n[nd 1(,}52, %) 1

L3

3n 13
) :311m(1+—) :3>1,

n—oo n

2 n?

n 1 n 1 n 1 n 2
b) lim 2”(1——) =lim2-(1——) =2lim(1——) =21=2<«1,
n—oo n n—o0 n n—oo n e
3n2 a2 3n
n 1 1\ 1 4
¢) lim 4"(1——) =lim4-(1——) =4lim(l——) =4e_3=—3<1
n—o0 n n—oo n n—oo n e
; 2n? 1 2n
d) lim 5n(1+-) :51irn(1+—) =5¢*> 1.
n—oo n n—00 n
Die Reihen a) und d) konvergieren, die Reihen b) und c) divergieren.
L4
i ; lim ntl _ lim ; =0<1 (konvergent)
Lol b g, o n+ D2n+2) gent
o aper 1 1
ot 1 =lim|{l+-]=———=0<1 k 0,
nzz; (2n)! b ay, nglgo( " n) 2n+1)(2n +2) < (konvergent)
o (n)? T (n+1)y? 1
. —lim— T o & 0,
Zin! e a, moe@n+D@n+2) 4 (konvergent)
— 3" - (n!)? . Gnyl . 3(n+1)° 3
— e lim — = lim —————— = - <1, k t),
; 2n)! i gy ae Qnt D2n+2) 4 (konvergent)
o 4" - (n!)?
Z &, lim 2L~ 1, (divergent).
=1 (2n)! n—oo dy
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n+1 s ” '

2 n
lim | a, | = lim(n+2)(l+—) = e lim(n +2) = 0o
n—o0 n—o0 n

n—oo

©0 n+1 o
b -1 n+l n — _ n+l n'-n 1n+l ( n ) 1n+1
) Zf A i 2( T Z( ) ;( ) )
11m|an|_11mn;n=llimn=oo
n—oo (1+%) e n—oo
c) Z( 1)" Z( D*(1 ' lim |a,| = lim l—é—‘n=e‘4=l¢0
n—oo n—oo n et ’
(=57 % n=5\"_ < 1 5\"
d = 1) 1-=1,
) 2T T Y <—5)2( " ) 2 )<n—5>2( n)
1 5\" .. e 1. 1
fim | —Jz&m(l ) im0 o
+ 3)" & 311 3n
e) Z( 1)"( ) Z( 1)"(1+ ) , lim|an|:Iim(1+r—l) = #0.
n=1 n=1

Die Reihen a), b), ¢) und e) sind divergent. Die Reihe d) konvergiert.
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L6

i n n " - (divergent)
p n2+2’ n2+2 n2+n2 202 2 gent,
o0 2 2 2
n n n

, > — = — divergent),
; Bt P12 ap  (divereent
Za” B Z 5'+2n-1 Zb” B Z o G Shie G T S s
n=1 n=1 n=1 n=1

3 5n—l

Z:l = 5 3 =51=-«<1 (konvergent),
o n+2 n+2 n+2 1 1
Z , < ==+ = (konvergent),
H(n+ 1)} (n+1)3 n’ n?  nd
i n® - 5n n® - 5n S n® —5n 1 5 (divergent)
n:1n3+n+1’ m+n+1_ 33 3n 3n2 genth
— 1 + sin (n) l+sin(n) 2 1" ;
HZ_; Tor o7 < Ton = 2- o) = 2-(0.1) (konvergent),
o sin (1) +2COS (n)’ sin (n) +2cos (n) < % (konvergent).

n n n
n=1

Die Reihen ¥ 1/(n* +2)und 3 n?/(n’ + 1) divergieren, da jeweils die harmonische Reihe Y, 1/n
n=1 n=1 n=1

eine Minoraoglte ist.
Die Reihe Y 3/(5"! + 2n — 1) konvergiert, da ihre Majorante konvergiert.

n=1

Die Reihen Y 1/n? und Y 1/n? sind konvergent.

n=1 n=1

Die Reihe Y 1/n ist divergent, die Reihe 3. 1/n? ist konvergent, ihre Summe ist divergent.
n=1 n=1

Die geometrische Reihe ) (0.1)" konvergiert, da g = 0.1 < 1.

n=1
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L7

L8

n—-3 n-3 1 1
> —

= > = ——— V n33,
@ = T 3 e 5 12 Tan a2 "
(1 1 o _3
Z (— - —2) ist eine divergierende Minorante der Reihe Z Zn—’
n=2 12n 4n o 12n4 -3n+5
b a - (n-73)>? y (=32 1 1-3/n\? s
"T m=-22QIln+5 " 2n-(n-22% 22n \1-2/n z

1 & 1—3/n2 . "y
27 Z:; (1 ) /n) ist eine divergierende Minorante der Reihe nZ:

2n* -3 nm*-3 21 31
c) a,= < = —
5n% (3 + n)? S5nt 5n2 S5nt

(o8]

1 3w 1 2n? -3
- — - = — 1st eine konvergierende Majorante der Reihe _—
52;@ 527# vere ! ;5n2(3+n)2

11ln+ 8 11ln+ 8 11 1 8 1
d) a, = < S 21 v,
) an 8n3 —2n + 21 n3 7n2 Tnd "

[e9)

gl 8¢ 1 11n+8
Z — ? Z —3 ist eine konvergierende Majorante der Reihe Z o3 "
n=1

7 L2 —2n+21°
=1 n=1

B

Die Reihen a) und b) sind divergent, die Reihen ¢) und d) sind konvergent.

[ [ 1
Z 7 Z ) divergiert, da allgemeine harmonische Reihe mita < 1,
=1 n=1

=0 (LK, konvergiert),

‘o1 Vn+5 n+35
= divergiert wie allgemeine harmonische Reihe mita = 1,
; Vn? z:: 1+5 /n2
D . .
Z — Iim ———— =0 (LK, konvergiert),

H\prrg e \/2+8/n2

+

Z Vi3 +12n Z 1 n3/24/1 +12/n?

. . . 3
konvergiert wie allgemeine harmonische Reihe mita = 3 > 1.
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L9

lim (-3)"

n—oo

existiert nicht,

1
lim —— = lim —1#£0
n—)oon+1 n—)ool+rll

(NK, divergiert),

n

lim 4 ( ) = lim =0<1 (WK, konvergiert),
n—oco n—1 n—oo p —
. n|n W 1 . n 3
Jim /%5 = fim - = 5 (tim ) =3 <1

2 n
cos“(n) 1 1 1 .

T T (5) =q", 9=3 (MK, konvergiert),

3
C[2:§>1

w2l G)-Z T ez

(divergent),

L10
1= 2
lim 5 =-1#0 (NK, divergent),
n—oo = + S5p
nn+4) 1 )
n1—>nolo m = 1 #0 (NK, divergent),
L11

N 3n+7 3n+7 3
i =2
@) ;9+5n’ oy s, =57

o 47 4
B Y ——. lim dnll _ Jim
g (n!)? n—o | ay, n—oo (n + 1)>2
) i 3 3 3 3 1
C —— >3 = = -,
o Vn?+8n Vi2+8n  Vn2+8n2 Vom2 n
- 3
o (MK, divergiert)
; Vn? + 8n

n

li >

d 2 2 —0<1
) Z:; G+ 2n)" e \| B+ 2n) <

lim
n—o 3+ 2n

35

(NK, divergiert),

<1, (QK, konvergiert),

> 1

Z - (divergiert),
n

n=1

(WK, konvergiert).



