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Konvergenz einer Folge
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Konvergenz einer Folge: Inhalt

» Drei “Verhaltensmuster” von Folgen. Beispiele

2) an:(—l)”-n+1, 3) a =n’

n n

l)a:l)a: n ’
nn n p+1

und ihre graphischen Darstellungen.

» Grenzwert (Limes) einer Folge. Begriff der konvergenten und
divergenten Folge. Erklarung der Notation

Iim a =a.
n — oo

» Nullfolge: Definition, Beispiele.

» e-Umgebung: ¢-Umgebung von 0, ¢e-Umgebung von a (a # 0).
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“Verhaltensmuster” einer Folge fiir wachsende n

Wir untersuchen das Verhalten von Zahlenfolgen fiir wachsende
Indices n. Es kommen im Wesentlichen drei “Verhaltensmuster”
VOr:

1) Die Glieder der Folge ndhern sich mit wachsendem »n genau
einer Zahl.

2) Mit wachsendem Index n “ndhern sich die Glieder der Folge
“abwechselnd” zwei verschiedenen Zahlen.

3) Die Glieder der Folge wachsen mit n iiber jede noch so grof3e
Zahl.

Im Folgenden werden wir diese “Verhaltensmuster” an Beispielen
erlautern.
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“Verhaltensmuster” einer Folge fiir wachsende n: Fall 1

an
1{ e
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® n
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0 .."'.-.oooci
0 5 10 15 n

Abb. 1-1: Graphische Darstellung der ersten Glieder der Folge

Mit dem wachsenden n ndhern sich die Glieder der Folge dem Wert Null.
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“Verhaltensmuster” einer Folge fiir wachsende n: Fall 1

An
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" on+1
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Abb. 1-2: Graphische Darstellung der ersten Glieder der Folge
n 1 1 2 3 4 5 6 7
a — :1_ bl <a >:_) _J —) _) _} _J _}
nn+1 n +1 n 2 3 4 5 6 T 8

Mit dem wachsenden n ndhern sich die Glieder der Folge 1.
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“Verhaltensmuster” einer Folge fiir wachsende n: Fall 2

2_
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Abb. 1-3: Graphische Darstellung der ersten 47 Glieder der Folge
n +1
a =(—1)"-
n n
1-4

Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



“Verhaltensmuster” einer Folge fiir wachsende n: Fall 3
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Abb. 1-4: Graphische Darstellung der ersten 28 Glieder der Folge
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“Verhaltensmuster” einer Folge fiir wachsende n: Fall 2

Abbildug 1-3:

142
n

a, = {1y 2= = (1)

¥ 2o

S 78 9
T4 5760 7 8T

Mit wachsendem Index » “ndhern sich die Glieder der Folge
abwechselnd” zwei verschiedenen Zahlen: 1 und -1.

Abbildug 1-4.

la,) =1, 4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, ...

Die Glieder der Folge wachsen mit #n iiber jede noch so grof3e
Zahl.
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“Verhaltensmuster 1 fiir wachsende n

I 1 1 1 1 1 1 1 1
1) a =—, la V=1, =, =, ~, =, =, =, =, =,
"oom n 27345 67 89

2y ay=2-L,  Jay=1, 3 32 2 U 115D

3) 4 :1+L’ <a > 2. 2 10’ 17’ 26’ 37, 50’ 65) 82’
n 02 n 49 16 25 36 49 64 8l

4) a, =9, (a)=9,9,9 9999, ..

5) <an>= 1, 1.4, 141, 1.414, 1.4142, 1.41421, ...

Die E}infte Folge ist die Folge der abbrechenden Dezimalbruchentwicklungen
von V2.

Die Glieder der Folge ndhern sich mit wachsendem n genau einer Zahl a.

Die Folge 1: a =0, Die Folge 2: a =2,
Die Folge 3: a=1, Die Folge 4: a =29,

Die Folge 5: a=+/2.

2-1 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Grenzwert einer Folge

Definition:

Nahern sich die Glieder einer Folge mit wachsendem »n genau einer
Zahl, nennt man diese Zahl Grenzwert oder Limes der Folge.

Besitzt eine Folge einen Grenzwert, wird sie konvergent genannt. Be-
sitzt eine Folge keinen Grenzwert, wird sie divergent genannt.

Notation:
Besitzt eine Folge n — a,  ne IN , a, € IR

den Grenzwert a, so schreibt man mit dem Symbol lim (Limes):

lIim a =a.
n — o0

Limes auf lateinisch heif3t Grenze.

Es existiert noch eine Schreibweise fiir den Grenzwert einer Folge:

an—>a, n — oo.

(a , konvergiert gegen a fur n gegen unendlich)
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Grenzwert einer Folge

lim a =a
n — oo
Man sagt:

1) Die Folge besitzt den Grenzwert a.

2) Die Folge konvergiert gegen (den Grenzwert) a.

3) Der Grenzwert lim a - existiert.
n — oo
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Grenzwert einer Folge

Fir die Folgen von Seite 2-1 konnen wir die Grenzwerte

angeben:
1 :
1) a =—, im a =0.
n n— oo
1 :
2) a =2 ——, lim a =2.
n n T
3 = 1 ! li =1
) a, = t—, m a, =1.
n 71 — o0
4) a =9, lim a =9.
n n
n — oo
5) <an>: 1, 1.4, 141, 1.414, 1.4142, 1.41421, ... lim an=\/5.

n — oo
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Nullfolge: Beispiel 1

Definition 1:

Folgen, deren Folgenglieder gegen die Zahl O streben, nennt man Nullfolgen.

Ein Beispiel ist die schon besprochene Folge der Pendelausschlige. Je langer
man das Pendel beobachtet, desto kleiner werden die Pendelamplituden.
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Nullfolge

10+
5_
o a, =10 (—0.8)™"1
@
© @
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-5
-104

Abb. 2-1: Die ersten 32 Glieder der Folge der Pendelausschldge
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Nullfolge

n—1\ _
(a,=10-(-0.8) =
= 10, —8, 6.4, —5.12, 4.10, —3.28, 2.62,

—2.10, 1.68, —1.34, 1.07, —0.86, 0.69, —0.55, 0.44, —0.35, ...
0.28, —0.23, 0.18, —0.14, 0.12, —0.09, 0.7, —0.06, 0.05, ...

Die Amplituden der Folge der Pendelausschlige “streben gegen 0 oder
“konvergieren gegen 0”. Im Folgenden werden wir am Beispiel dieser
Folge die Konvergenz einer Folge gegen Null mathematisch formulieren.

3-3 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Die e-Umgebung von 0

Um die Konvergenz von Folgen zu priifen, untersucht man das “Abstands-
verhalten” von Folgengliedern. Der Abstand einer reellen Zahl x von Null
ist bekanntlich durch | x| gegeben. Die Menge aller Zahlen, die von Null
einen Abstand kleiner als eine vorgegebene Zahl ¢ haben, bilden eine e-
Umgebung von Null.

Definition:

Ist € > 0, so heiBit die Menge

U(0)={xeR| |x|<e}] =[{xeR| —e<x<e}, ¢€R

e-Umgebung von 0.

Die e-Umgebung von Null ist ein offenes Intervall (-¢, &) der Lange 2 e
mit dem Mittelpunkt O.
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Die e-Umgebung von 0

: - o :
-3 -2 -1 0 1 3 :
14
Abb. : Die “2-Umgebung” von Null
—E &
T 0‘ T
-0.5 0 0.5

Abb. : Die e-Umgebung von Null
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Die e-Umgebung von 0

Die Amplituden der Folge der Pendelausschlige kann man auch auf der
Zahlengeraden darstellen:

. o —0 —0 o—o—oocmo—o—c O o —0 . O
-10 & -6 -4 & 2 4 6 8 10

Abb.: Die Amplituden der Folge der Pendelausschlige auf der Zahlengeraden

Die Folge besitzt folgende Eigenschaften:

1) Mit zunehmendem #» unterscheiden sich die Folgenglieder immer weniger
von Null.

2) In jeder e-Umgebung der Zahl O liegen fast alle Glieder der Folge. Das
bedeutet, dass nur endlich viele Glieder auflerhalb der vorgegebenen Um-

gebung liegen. Wir erldutern das im Folgenden.
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Die e-Umgebung von 0
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Abb. 6-2: Die Folgenglieder auferhalb und innerhalb der “6-Umgebung” von Null

In der “6-Umgebung” von Null liegen alle Folgenglieder mit Ausnahme der

ersten drei.
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Abb. 6-3: Die Folgenglieder auferhalb und innerhalb der “4-Umgebung” von Null

In der “4-Umgebung” von Null liegen alle Folgenglieder mit Ausnahme der

ersten funf.

4-5
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Die e-Umgebung von 0
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Abb. 6-4: Die Folgenglieder auflerhalb und innerhalb der “2-Umgebung” von Null

In der “2-Umgebung” von Null liegen alle Folgenglieder mit Ausnahme der
ersten acht.

Das kann man weiter fortsetzen und zeigen, dass es zu vorgegebenen Zahlen

¢ > (0 einen passenden Index n (g¢) gibt, so dass

a | <, n>nle)
n
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Die e-Umgebung von 0

Weitere Beispiele der e-Umgebungen der Folge der Pendelausschlige

a|<e =10" VYV n>n,=2I
al<e =102 VY n>n, =31
n 1 1
a, <82=10_3 \v n>n2=42
a |l <e =104 V n>n =53
n 3 3

Fast alle Folgenglieder bedeutet:

Alle mit Ausnahme von endlich vielen.

Dabei ist es nicht wichtig, wie gro3 oder klein ¢ gewéahlt wird. Bei

jeder Wahl von ¢ liegen nur endlich viele Folgenglieder auBerhalb
der e-Umgebung der Zahl O.

Fast alle bedeutet auch: mindestens alle ab einem bestimmten Folgen-
index.
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Nullfolge: Beispiel 2

g =L, it e = (0
n n " — oo n
1
) || <g =01V n>n;=10, Uy =(=01,0.1)
1
2) —| <&, =001, V n>n,=100, U, =(-0.01,0.01)
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Die Nullfolge: Beispiele

Beispiele einiger Nullfolgen:

i 1 1 1
V4= WT3s 4T
_ 1 _(=1)" _ 1
2) a”__;’ = 2n a”__5n+3
1 1 1 +n
3) a, = —, a = —=, a =
" n2 " 4n3 " n2+2n
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Die e-Umgebung von a

Die Definition einer e-Umgebung von 0 unterscheidet sich grund-
satzlich nicht von der e-Umgebung einer Zahl a # 0.

Definition:

Sind ¢ > 0 und x reelle Zahlen, so hei3t die Menge

Usa)={xeR| |[x—a|<e] =

(x€R| a—e< x <a+c¢e}, a € R

e-Umgebung von a.

Da es beliebig viele positive Zahlen & gibt, gibt es also beliebig
viele e-Umgebungen einer Zahl a.
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Die e-Umgebung von a

Abb.: Drei e-Ungebungen von a

Ug (a)={x€R | a—¢ < x <a+eg]
ng(a)z{xEIR | a—e, < x <a+te,]
U

83(a)={xEIR | a-e, < x <a+e,] |
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Eindeutigkeit des Grenzwertes

Kann eine Folge zwei verschiedene Grenzwerte haben?

Um diese Frage zu beantworten, analysieren wir das ‘“Verhaltensmuster” 2.

Die Glieder der Folge

1+
n

a =(—1)"-

n

“ndhern sich abwechselnd” den Zahlen -1 und + 1. Eine solche Folge
besitzt nicht etwa zwei Grenzwerte, sondern keinen. Betrachten wir z.B.
fiir e =0.5 die e-Umgebung von 1,so gibt es immer wieder (negative)
Folgenglieder, die nicht in dieser Umgebung liegen, wie grofl wir den
Index n auch wéhlen. Entsprechendes gilt fiir jedes kleinere ¢ > 0 und

analog auch fiir a =- 1. Die Zahlen -1 und + 1 sind keine Grenzwerte
fiir diese Folge.

Der Grenzwert einer Folge muss eindeutig bestimmt sein.

6-1
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Eindeutigkeit des Grenzwertes

®
®
___________ 1 ® ® o o o o o o o o o o 0o 0o 0 0. 0 0 o
1—¢€d

0 T
5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 n 4
__________ =}-_________________;____6____._____._____._____.____.____.____.___'.'___.____.____.____.___'.___'___.—___.____.___1

°
°
_2 &
_ 2

Abb.: Die e-Umgebungen von 1
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Hdufungspunkte

Der Begriff Folgenhdufungspunkt ist eng verwandt mit dem Begriff Grenzwert.
Der entscheidende Unterschied ist, dass jede Folge hochstens einen Grenzwert
haben kann, aber moglicherweise mehrere Haufungspunkte. Von einem Grenzwert
wird gefordert, dass in jeder Umgebung des Grenzwertes fast alle Folgenglieder
liegen. Bei einem Haufungspunkt miissen dies nur unendlich viele sein.

Definition:

Ein Punkt p heiflt Haufungspunkt einer Folge, falls in jeder noch so kleinen
Umgebung des Punktes unendlich viele Folgenglieder liegen.
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Hdufungspunkte

Abb.: Die Folge hat keinen Grenzwert und zwei Haufungspunkte -4 und 4
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Grenzwert einer Folge

Berechnung eines Grenzwertes:

Hat eine Folge die Form eines Bruchs und im Zahler und Nenner Potenz-
ausdriicke von n, kann man den Grenzwert wie folgt berechnen:

Man bestimmt die grofite Potenz von n» im Nenner und klammert diese
Potenz im Zahler und Nenner aus und Kkiirzt.

Nullfolgen haben den Grenzwert null.

2_
Beispiel: Wir bestimmen den Grenzwert der Folge a = I = Z
2 2 n-|3——
_3n"—8n_ 3n"—8n _ n
an_( +2)2 WP+4n+4  2f, 4, 4
" oA n(1+=+—
n 2
- 3-8 im 3-8
bim ¢, = Ui "L = lim = =3
n— oo n—>oon21+ﬂ+i n—>ool+_+_2 lim 1+i_{_i
n n2 n n " — o n n2

4 8 4
il P Nullfolgen
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Grenzwert einer Folge

n23—§ 3—§
3n2—8n n n :
oder: a, = = 5= > lim an=3
n n

Einige Regeln:

1) Der Grenzwert ist nicht gleich null, wenn die groften Potenzen im Nenner

und Zahler gleich sind. Er wird durch die Koeffizienten der groften Potenzen
bestimmt. Im vorigen Beispiel:
2
3-n" —8n

2_
lim > 83::1m1 : =3
n—o (n+2)° n-ow l-n"+4n+4

2) Der Grenzwert ist gleich null, wenn die groflte Potenz im Nenner ist:

5
12 — =
. 12n° — 5n° . n
lim - - = lim =0
nown+Tn +17n noow 244 17
2
3) Der Grenzwert ist £ oo, wenn die grofite Potenz im Zahler ist:
4 i i2
. 9n —4n : n
lim : = lim ——— = ®
now 3+ 11 n-ow g, 11
3
n
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Grenzwert einer Folge

0, k<m
b
—k, k=m
5 Cm
lim an=< bk
n= o +00, k>m, —>0
Cm
bk
. —o, k>m, —<0
Cm
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Hdufungspunkt: Aufgaben 1, 2

Aufgabe 1:

Bestimmen Sie ob die Folge konvergiert oder divergiert und welche
Haufungspunkte p sie hat:

1 +1
1)an:nJrz’ 2) an:nn
_ n 1 _ n
3) a = (-1) 2+ 1, 4) a =(-1)"-3
_q\n 2
5) an:( D n2
(3n +2)
Aufgabe 2:

Untersuchen Sie die Folge auf Monotonie, Beschrinktheit, Konvergenz
und Haufungspunkte:

(—=1)" 3 n?
n+2n+1

1 1
1) a ==+ 2) a =
) a 2 3n’ ) 4,

n
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Hdaufungspunkt: Losung 1

1 :
Do im0 e

Die Folge konvergiert gegen 0 und hat den einzigen Haufungspunkt
p =0.
e ="l i Ll dime =1, p=

n n 7= 3

Die Folge konvergiert gegen 1 und hat den einzigen Haufungspunkt
p =1

i)

3) anz(—l)n "

Die Folge ist divergent und hat zweir Haufungspunkte -2 und 2.

_(_1)". _ _
4) an_< 1) 39 pl_ 39 p2_3
Die Folge ist divergent und hat zwei Haufungspunkte - 3 und 3.

—1"112
5) an:( ) > pl:_
(3n+2)

Die Folge ist divergent und hat zwei Haufungspunkte -1/9 und 1/9.
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Hdaufungspunkt: Losung 2

1 | . | 1
1) an=§ ﬁ, nll_I)Ilooan:E, an€[5/6,1/2), pza

Die Folge ist streng monoton fallend, konvergent, beschrinkt und hat
einen Haufungspunkt.

n 2
2) a, = (sl =(=1)"3 ’

2041

n
n—+1

Die Folge ist eine alternierende Folge, deswegen nicht monoton.

2 2
lim — 3n ) lim |- — 31 —_3
n—-on +2n+1 n— o n +2n+1
3 3 3 3
a = — :——’ a. = = —
1 1 +2+1 4 2 22_|_2.2_|_1 9
a €(-3, 3), p;=3 p,=-3

Die Folge ist nach oben durch 3 und nach unten durch -3 beschrankt, hat
zwel Haufungspunkt 3 und - 3.
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Hdaufungspunkt: Losung 2

3_
an ...------------oq
o © ° °
@
@
27 2
n
a, = (—1)"3
n + 1
1
T O T
-5 5 10 15 20 25 30 35 40 45 n 5
=1
_2- 4
° @
® o
® o
3 IIIIIIIIIIIIII..
Abb.: Die Folge hat keinen Grenzwert und zwei Haufungspunkte -3 und 3
8-3
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