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1-E2 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya



  

Beschränkte  Folgen:  Inhalt

Welche  Begriffe  werden  eingeführt:

►  nach  oben  beschränkte  Folge,  obere  Schranke,  Supremum,

1-E3 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

►  nach  unten  beschränkte  Folge,  untere  Schranke,  Infimum,

►  nach  unten  und  nach  oben  beschränkte  Folge.



  

Nach  oben  beschränkte  Folge

1-1 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

〈an 〉 = a1 , a2 , a3 , . . . , an , . . .

Eine  Folge  heißt  nach  oben  beschränkt,  wenn  es  eine  Zahl  M  gibt,
sodass  jedes  Element  dieser  Folge  kleiner  oder  gleich  M  ist:

an ⩽ M ,      ∀ n ∈ ℕ

Die  Zahl  M  nennt  man  obere  Schranke  der  Folge.  Die  kleinste  obe-
re  Schranke  wird  auch  Supremum  M   genannt.

Beispiele  von  nach  oben  beschränkten  Folgen:

an = 5 − n ,       bn = 6 − 0.05 n 2 ,       

S

Definition:



  

Nach  oben  beschränkte  Folge

1-2 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. B1-1:  Eine  nach  oben  beschränkte  Folge

an = 5 − n ,       M S = 4



  

Nach  oben  beschränkte  Folge

1-3 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya
bn = 6 − 0.05 n 2 ,       M S = 5.95

Abb. B1-2:  Eine  nach  oben  beschränkte  Folge



  

Nach  unten  beschränkte  Folge

2-1 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

〈an 〉 = a1 , a2 , a3 , . . . , an , . . .

Eine  Folge  heißt  nach  unten  beschränkt,  wenn  es  eine  Zahl  m  gibt,
sodass  jedes  Element  dieser  Folge  großer  oder  gleich  m  ist:

an ⩾ m ,      ∀ n ∈ ℕ

Die  Zahl  m  nennt  man  untere  Schranke  der  Folge.  Die  größte  unte-
re  Schranke  wird  auch  Infimum  m    genannt.

Beispiele  nach  unten  beschränkten  Folgen:

an = −4 + 0.4 n ,       bn = −2 + 0.1 n 2

I

Definition:



  

Nach  unten  beschränkte  Folge

2-2 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. B2-1:  Eine  nach  unten  beschränkte  Folge

an = −4 + 0.4 n ,       mI = −3.6



  

Nach  unten  beschränkte  Folge

2-3 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. B2-2:  Eine  nach  unten  beschränkte  Folge

bn = −3 + 0.1 n2 ,       mI = − 2.9



  

Nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

3-1 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

m ⩽ an ⩽ M ,      ∀ n ∈ ℕ

Eine  nach  oben  und  unten  beschränkte  Folge  ist  beschränkt:

Definition:

Beispiele:

1.   〈an〉 = 〈 1
n 〉 = 1,

1
2

,
1
3

,
1
4

,
1
5

, . . .       0 < an ⩽ 1

2 .   〈an〉 = 〈2 + (−1) n+1 8
n 〉 = 10, −2, 4.67, 0, 3.6, 0.67, 3.14, . . .



  

Nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge:  Beispiel  1

3-2 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. B3-1:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

an = 1
n

,       0 < an ⩽ 1



  

Nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge:  Beispiel  2

3-3 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. B3-2:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

an = 2 + (−1) n+1 8
n

,        −2 ⩽ an ⩽ 10



  

Beschränkte  Folgen:   Aufgaben  1-7

Bestimmen  Sie  für  die  folgenden beschränkten  Folgen
untere  bzw.  obere   Schranken

an = n
n + 1

Aufgabe  1:

an =
(−1) n

n + 1
Aufgabe  2:

an = 2 + 1
n

Aufgabe  3:

an = √3 + nAufgabe  4:

an = (−1) n ⋅ 2Aufgabe  5:

an = 10 ⋅ 0.8 n − 1Aufgabe  6:

an = 10 ⋅ (−0.8) n − 1Aufgabe  7:

4-A Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya



  

Beschränkte  Folgen:   Lösung  1

4-1 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

〈an 〉 = 〈 n
n + 1 〉 = 1

2
,

2
3

,
3
4

,
4
5

,
5
6

,
6
7

, . . .

1
2

⩽ an < 1,      mI = 1
2

,      M S = 1

Abb. L-1:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge



  

Beschränkte  Folgen:   Lösung  2

〈an 〉 = 〈 (−1) n

n + 1 〉 = − 1
2

, 1
3

, − 1
4

, 1
5

, − 1
6

, 1
7

, . . .

Abb. L-2:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

− 1
2

⩽ an ⩽ 1
3

,      mI =− 1
2

,      M S = 1
3

4-2 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya



  
2 < an ⩽ 3,      mI = 2,      M S = 3

Beschränkte  Folgen:   Lösung  3

Abb. L-3:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

4-3 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

〈an 〉 = 〈2 + 1
n 〉 = 3 ,

5
2

,
7
3

,
9
4

,
11
5

,
13
6

, . . .



  

Beschränkte  Folgen:   Lösung  4

4-4 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

〈an 〉 = 〈 √3 + n 〉 = 2 , √5 , √6 , √7 , 2 √2 , 3 , √10 , . . .

an ⩾ 2,      mI = 2

Abb. L-4:  Eine  nach  unten  beschränkte  Folge



  

Beschränkte  Folgen:   Lösung  5

4-5 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. L-5:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

〈an 〉 = 〈 (−1)n 2 〉 = −2 , 2 , −2 , 2 , −2 , 2 , − 2 , . . .

−2 ⩽ an ⩽ 2,      mI =−2,      M S = 2



  

Beschränkte  Folgen:   Lösung  6

4-6 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

〈an 〉 = 〈 10 ⋅ 0.8n −1 〉 = 10 , 8 , 6.4 , 5.12 , 4.096 , 3.277 , . . .

0 < an ⩽ 10,      mI = 0,      M S = 10

Abb. L-6:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge



  

Beschränkte  Folgen:   Lösung  7

4-7 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya

Abb. L-7:  Eine  nach  unten  und  oben  beschränkte  Folge

〈an〉 = 〈 10 ⋅ −0.8n−1 〉 = 10 , −8 , 6.4 , −5.12 , 4.096 , −3.277 , . . .

−8 ⩽ an ⩽ 10,      mI =−8 ,      M S = 10



  

4-5 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya



  

4-6 Ma 1 –  Lubov  Vassilevskaya
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