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Arithmetische Folgen
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Arithmetische Folge

Definition 1:

Eine Folge heifit arithmetische Folge, wenn es eine Konstante d gibt,
so dass fiir alle Folgenglieder gilt:

—a =d

n+1 n

a =an+d = a

n+1

Definition 2:

Eine Folge ist genau dann eine arithmetische Folge, wenn sie eine
Bildungsvorschrift der Form

anzal—i-(n—l)d

besitzt, wobei a, das Anfangsglied und d die konstante Differenz der
Folge ist. Tatsachlich ist

a =a1+d, a =a2+d=a1+2d

2 3

a,=ay+d=a, +3d, an=a1+(n—1)d

4
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Das arithmetische Mittel

Beispiel 1:
1, 6, 11, 16, 21, 26, ... (anH—an—S)
1, 2, 3, 4, 5, 6, ... (anH—an—l)
Definition:

Bei einer arithmetischen Folge stellt das mittlere von drei aufeinan-
derfolgenden Gliedern

das arithmetische Mittel der beiden duBleren Glieder dar:

an—lrl + an
" 2

—1

Das kann man zeigen, fiir jedes n>2 der arithmetischen Folge gilt:
t+a,

a
+1
a,,=a +d, a, , =a —d = a,=—

n n 2

n+1
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Arithmetische Folgen: Aufgaben 1, 2

Aufgabe 1:

Zeigen Sie, dass die Folge (a,) = (2n — 7) eine arithmetische Folge ist.

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die ersten 5 Glieder der arithmetischen Folge, wenn be-
kannt ist, dass das 6. Glied gleich -1 und das 7. Glied gleich 1 ist.
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Arithmetische Folgen: Losungen 1, 2

Losung 1.

Wir zeigen, dass die Folge (a,) = (2n — 7) eine arithmetische Folge ist.

a, =2n—1T

an_1=2(n—1)—7=2n—9, an+1=2(n+1)—7=2n—5
an+l+an—l

Ay ta, =4n—14=202n-7)=2a, = a,=——

Losung 2:

ag==1, a,=1, d=a,~a,=1-(-1)=2

an=a1+(n—1)-d, a7=a1—|—(7—1)-2 = a1=a7—(7—1)-2

a,=1-(7-1)-2=-11, a,=a,+d=-11+2=-9

a =a, +2(n—1)==11++2(n-1): —11,-9,-7,-5,-3, ...
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Graphische Darstellung einer arithmetischen Folge

Eine arithmetische Folge sei1 durch folgende Bildungsvorschrift
bestimmt:

a, =2n—1
(a,)=1,3,579,...,2n—1, d=2
d.h., alle Glieder dieser Folge liegen auf der Geraden y =2 x—I:
X=n, y=a,

deren x-Werte die Menge der natiirlichen Zahlen sind.

Die Umkehrbehauptung gielt:

Werte einer beliebigen Funktion y = ax + b, deren x-Werte die
Menge der natiirlichen Zahlen ist, d.h.

a+b, 2a+b, 3a+b, ..., na+b, ...

bilden eine arithmetische Folge, deren Anfansglied a + b und die
konstante Differenz d = a ist.
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Graphische Darstellung einer arithmetischen Folge
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Abb. 1: Die Funktion y =2x—1 fiir x >1 (gestrichelt dargestellt) mit den Punkten, die ersten Gliedern
der Folge 2n - 1 entsprechen
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Partialsumme einer arithmetischen Folge

Es gibt viele Anwendungen, die, ausgehend von einer Folge, die
Aufsummierung der Folgenglieder bis zu einem Index n erfordern.
Das fiihrt auf die Begriffe “Teilsumme” oder “Partialsumme”. Wir
konnen aus den Gliedern emer Folge ¢ verschiedene Summen bil-
den

(a,) = a,, a,, a,, a

3 40 ¢ -

52=a1+a2

S3=a1+a2+a3

4

Zai

=1

S4=a1+a2+a3—|—a4

~

Sa, ..
l

1=

S =a,ta,+...+a =
n n

—
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Partialsumme einer arithmetischen Folge

Beispiel 2:
Wir haben eine arithmetische Folge:

an+1

=an—|—d, a, =12, d =25
<an> =2,7,12, 17, 22, 27, 32, 37, ...
Die achte Partialsumme lautet

Se= a,+a,+...+a,+a;=2+7+12+17+22+27 +32 + 37

Man kann sehen, dass

a1+a8=2—|—37=39, a, +a, 7+ 32 =39

a,+a, = 12+27 = 39, a,+a; = 17+22 = 39

= a,+tag = a,+a, = a;ta, = a, +a; = 39

8
= Sy = 4 (a, +ay) = (a, tay) >
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Partialsumme einer arithmetischen Folge

Bestimmen wir jetzt die allgemeine Formel fiir das die
n-te Partialsumme

S = a,+a,+a,+... +ta

n

+ a + a
n

n—2 n—1

oder in der umgekehrten Ordnung

S = a +a
n n

n

_1+czn_2+...—|—az3+az+a1

und addieren die beiden Gleichungen

2S. = (a,+a,) + (ay+a, )+ (a, +a,,) +... +

+(a, ,+a,) + (a _,+a,) + (a +a)=(a, +a) n
e :(a1+an)'n
" 2
2a, +(n—1)d
a,=a,+n—-1)d = S = n

3-3
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Graphische Illustration einer arithmetischen Folge
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Abb. 2-1: Graphische Illustration einer Partialsumme

Die Lange eines n-ten Viereckes ist 4 =a, -1=a, FE

n

Die gesuchte Flache wird bestimmt, indem wir alle einzelnen
Flichen addieren

A=A +4,+...+A4 [ +4 =(a, +a,+...+a,
=a,ta,+...+a, ,+a, (FE)
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Abb. 1-2: Graphische Illustration einer Partialsumme
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Carl Friedrich Gauf

Der junge Gaufs und eine Partialsumme

Dem spiter beriihmten Mathematiker Gaul3 wurde in
der Schule die Aufgabe “Summiere die Zahlen von 1
bis 100" gestellt, die er nach kurzer Zeit des Nach-
denkens mit dem Ergebnis “5050” beantwortete.

§oBh, mn_aa A
& 24+ 23+24+3

______

+31433+33+34+38+

+41+42+43+44+
*51-52+03+54+
*G1+62+6)+64+
2 T14T2+4T73+T4+7
4«85+

-'.j!..‘:.‘a_: Gd

+94+9
—5
—-—

5

37+38+

sdT+48+

+E7+58+

+§7+-68

77+78+7
-

86+8
96+97

.Ud‘
«+98+

050

T+ 18+10

39+
49
a9+
+69+T0+
«B0+
+90+

89

39-

+20+

40+
50+
60

100 =

Er erkannte, dass sich in der Summe

£;100

=14+2+3+4+...+97+98+ 99 + 100

das 1. und das 100. Glied, das 2. und das 99. usw.
jeweils zu 101 erginzen.
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Der junge Gauls und eine Partialsumme

Die sich ergdnzenden “letzten beiden” Zahlen sind dabei 50 und das 51:

1+100=101, 2+99=101, 3 +98=101,...

.., 49+52=101, 50+ 51=101

Insgesamt 50 Mal ergdnzen sich zwei Zahlen zu 101, also ist

100
S 100 =50 - 101 = —=(100 + 1) = 5050

Die Aufgabe an den Schiiler GauB3 kann man so formulieren: “Berechne
die Summe der ersten 100 Folgenglieder der Folge

100
Zal+a2+a3—|—...+aloo :Z;l
l:

SlOO
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