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Konvergenz monotoner und beschrdnkter Folgen
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Konvergenz monotoner und beschrdnkter Folgen: Fragen

Wir stellen den Zusammenhang zwischen Monotonie
bzw. Beschranktheit und Konvergenz von Folgen her,
indem wir folgende Frage beantworten:

1) Sind monotone Folgen stets konvergent?
2) Sind beschrankte Folgen stets konvergent?
3) Sind konvergente Folgen stets monoton?

4) Sind konvergente Folgen stets beschrankt?
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Konvergenz monotoner Folgen: zur Frage 1
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Abb. 1: Graphische Darstellung der ersten Glieder der Folge
a =02n, lim 0.2 n = o
n — oo

Die Folge ist streng monoton steigend und divergent.
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Konvergenz beschrdnkter Folgen: zur Frage 2
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Abb. 2: Graphische Darstellung der ersten Glieder der Folge

a =" s=—-1, S§S=1

n

Die Folge ist beschrinkt und nicht konvergent.

Wenn eine Folge aber beschriankt und monoton
1st, dann i1st sie konvergent.
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Konvergenz monotoner Folgen: zur Frage 3
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Abb. 3: Graphische Darstellung der ersten Glieder der Folge

a, =(-09)""" lim a, = 0

n — oo

Die konvergente Folge ist nicht monoton.
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Konvergenz beschrdnkter Folgen: zur Frage 4
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Abb. 4: Graphische Darstellung der ersten Glieder der Folge

1 :
a =2+ —, Im a = 2
n n
n n— o

Satz: Jede konvergente Folge ist beschriankt.
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen

Machen Sie sich die folgenden Aussagen an Beispielen
klar. Sind die Aussagen richtig?

1) Eine konstante Folge kann keine Nullfolge sein.

2) Eine monoton fallende Folge ist stets eine Null-
folge.

3) Eine monoton steigende Folge ist niemals eine
Nullfolge.

4) Es gibt keine geometrische Folge, die Nullfolge ist.
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen

Aussage 1: Fine konstante Folge kann keine Nullfolge sein.

Es gibt genau eine konstante Folge, die Nullfolge ist, ndmlich
0,0,0, ...

denn fiir jedes ¢ > 0 gilt
a =0 € U (0) VneN

Alle ubrigen konstanten Folgen sind keine Nullfolgen.
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen

2_
a,
EEL B B N N B O B N N N O N N N N NN NN NNNEINEESMNIERMNHSEHMNHM:EH-NRIHM.
¥
1_
4,
0899900000090 00000000000000000090000
10 20 20 n
ks
a3
-l ®* & ® &9 80P OPFTOPPOPEDTOTOPT OO OOTRTOOOE RN

Abb. 5-1: Drei konstante Folgen
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen

Aussage 2: Eine monoton fallende Folge ist stets eine Nullfolge.

Es gibt beliebig viele Gegenbeispicle zu dieser Aussage:
1) (a,=3-05n) =25,2,15 1,0, =05, —1, ...
2) (b =4-0.01 n®) = 3.99, 3.96, 3.91, 3.84, 3.75, 3.64, ...

3) (e, =2—n)=1,2-2, 2-v3, 0, 2—V5, 2—+6, ...

Iim a, = Iim bn = |lmm c, = —®

n — oo n — oo n — oo

2 5 3 7 49

4) (d,=1+%2y=3,2, 2,2, 2 2 2
) (4, =335 37
lim d =1
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen
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a =3-05n, b =4-001n>, ¢ =2-Vn, d=1+2
n
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen

Aussage 3: Eine monoton steigende Folge ist niemals eine Nullfolge.

Es gibt beliebig viele Gegenbeispiele zu dieser Aussage:

) (a—-3y__3_ 3 _; .3 .3 _1 _3
" n 2 4 5 2 7
2 1 2 1 2 1
2 b =——=)=-2, ——, - =, ——, — =, - —,
) <” n2> 2 9 8 25 18
lim a, = lim bn=0
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen
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Abb. 5-3: Zwei monoton steigende Folgen

2
a :——, b — —
n n2
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen

Aussage 4: Es gibt keine geometrische Folge, die Nullfolge ist.

Die Gegenbeispiele zu dieser Aussage sind:

1 11 1 1
2" 47 8 16" 32 64’

1
1) (a,=—) =
n 2n
2) <bn=0.5-(—0.9)"+1> = 0.405, —3.65, 0.328, —0.295, 0.266, ...
lim a, = Im b =0

n
n — o© n — oo

Allgemein gilt:

Jede geometrische Folge mit dem Quotienten | g | <1 ist Nullfolge.
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Konvergenz monotoner und beschrdankter Folgen
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Abb. 5-4: Zwei geometrische Folgen, die Nullfolgen sind

a, = b =05-(—0.9)""
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