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Vollstiindige Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Allgemeiner Fall:

£(x) Z (x) a x" +a _ x"'+ +a, x + a,
X)) = =
n n—1
N (x) b x"+b, _ x" '+ ...+ b x+b,
Ableitungen nach Quotientenregel
- il _2x —1
Spezielles Beispiel:  f (x) = T
, 2 —2Xx ., 4x — 6
X X
Vi 24 — 12 x
7 = 25

Definitionsbereich: D =R \{x | N(x) =0}

D, =R\ (0]
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Symmetrieeigenschaften

f(=x)= f(x) — f ist achensymmetrisch zur y-Achse,
eine gerade Funktion

f(=x)=—f(x) — f ist punktsymmetrisch zu P (0, 0),

elne ungerade Funktion

_ —?_xx)—zl _ —2);2— 1 + f(x)

f=x) # = f(x)

Es liegt keine Symmetrie vor.
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Das Verhalten im Unendlichen

Wir untersuchen lim f (x)

X — £

Fir m<n ist y=0 die Gleichung der Asymptote.

lim f(x)= Ilim 2x—2—1: lim

X — *oo X — oo X X — *oo

2 1

=0
X _x2

Stetigkeit / Unstetigkeit:

f(x) hat an einer Stelle x eine Polstelle, wenn N (x) =0
und Z (x) = 0.

X, =0, N(x,)=0, Z(x,) #0

x = (0 1st Polstelle.
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Nullstellen:

Nullstellen sind die Losung der Gleichung Z (x) =0, wenn N (x)#0 ist.

Zx—z_lzo, 2x—1=0, x, =+
X
1 1
Niz|=—=#0
2=
P, l; O) i1st der Schnittpunkt mit der x-Achse

Schnittpunkte mit der y-Achse:

Wir bestimmen y = f(0). Dann ist P(0, y ) der Schnittpunkt mit
der y-Achse.

x =0 gehort nicht zum Definitionsbereich von f(x). Das bedeutet: Der
Graph von f(x) hat keinen Schnittpunkt mit der y-Achse.
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Lokale Extremstellen:

a) Es ist die Gleichung f'(x) = 0 zu losen, d.h. Zihler von
f " muss 0 und Nenner von f'muss ungleich 0 sein.

b) Ist x, die Losung, dann berechnet man f''(x,)

¢) Entscheidung:

f'"(x;) <0 — x, ist Maximumstelle.
' (x;) >0 — x; ist Minimumstelle.
f ' r(xE) =0

Entscheidung iiber VorZeichenWechsel-Kriterium (VZW) oder
hohere Ableitungen oder Monotonieverhalten von f.
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

2x — 1 , A = 235
flx)==F5—, [f'(x) ="
X X
a) 272X - 2-2x=0, x,=1
X
by f''(1)=-2

c) f''(1)==2<0 = x;,=1 - Maximumstelle

P.(1, 1) — Maximumpunkt
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Wendepunkte:

a) Es ist die Gleichung f''(x) = 0 zu losen
(Zghler = 0, Nenner # 0).

b) Ist x, die Losung, dann berechnet man f'''(x,,)

c¢) Entscheidung:

' (x,) #0 — Xy ist Wendestelle.
[ (xz) =0 - Entscheidung iiber VZW-Kriterium

oder hohere Ableitungen oder Mono-
tonieverhalten von f".

f”’(%)=0.79¢0

Py

3 8 :
59 ) — 1st Wendepunkt
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion

Y
P
1 Py
| //-.\
4 35 3 5 i% 1 0.5 0 0.5 ¥k 1.5 2 5 3 3%
X
1 [PN
52|
| y=re
2|
_5_

Abb. 5-1: Unecht gebrochenrationale Funktion y = f (x)

fix) =252

X
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Diskussion einer gebrochenrationalen Funktion: Aufgaben

Diskutieren Sie folgende Funktionen

a) f(x)=—

b) f(x)=

x“+3x — 4

) f(X):xz—Zx—8
2_

a) fix) ==

e) fix) =2

27 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya, HAW, WS 2009



