Extrema: Notwendige und hinreichende Bedingung

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir lokale

Extremstellen:

Die Funktion f sei in ihrem Definitionsbereich D n-mal
differenzierbar. Gilt fiir x, € D und n gerade, n> 2

fi(xg) = f' (xg)= f1 (xg) = ... = f(n_1)<xE) =0

so hat die Funktion f an dieser Stelle ein lokales Extre-
mum, und zwar

f(n)(xE) > () — ein lokales Minimum

f(n)(xE) < (0 - ein lokales Maximum

flx)=x", f''(x)=24x, f'7(0)=0
f (4)()6) =24 > (0 — lokale Minimumstelle
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Extrema: Beispiel 1

Fiir die Funktion f(x) sollen die Graphen von f, f und f" in einem Koor-
dinatensystem dargestellt werden. Davon ausgehend ist die Funktion f be-
ziiglich lokaler Extremstellen zu diskutieren

f(x):%x3—x2—3x+2

f'(x)=x>—2x — 3

f''(x)=2x —2

f'(x) =0 o x*-2x-3=0, x,=-1, x,=3
f'"(x)=0 e 2x-2=0, xg=1, S(xg, f'(xg)=(1,—4)
S (1, -4) — Scheitelpunkt der Parabel

Die 2. Ableitung ist an der Stelle x = —1 kleiner als 0: f''(—=1) = —4
P __=(-1, f(-1)) = (—1,3.67) — ein lokales Maximum

Die 2. Ableitung ist an der Stelle x =3 groferals 0: f''(3) = 4

P =1(3, f(3)) =(3, —7) — ein lokales Minimum

4-2 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Extrema: Beispiel 1
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Extrema: Beispiel 2

Gegeben 1st die Funktion

6 x
X+ 4

fx) =

Man untersuche den Graphen von f(x) auf lokale Extrempunkte
und ermittle gegebenenfalls die Art der Extrema.

Losung:

_ . —6x + 24 o 12x7 — 144 x
D(f(x)) - lR: f ()C) - (.X2 + 4)2 ’ f (X) (x2 4+ 4)3

Notwendige Bedingung tiir Extremstellen:
f'(x)=0 o —6x"+24=0 = x;, =-2, x; =2

f''(=2) = 0375 > 0 — ein lokales Minimum
' (2) = —0.375 < 0 — ein lokales Maximum

Ermitteln der Extrempunkte:

P = (=2, f(=2)) = (=2, -15), P, =(2 f(2)=I(2 L5
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Extrema: Beispiel 2
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Die Abbildung der Funktion f(x).

: : 6 : 6 : 6 :
hmf(x)thz—x:hm al = lim ~ lim — =0 + ¢
X —> oo xoo x 4+ 4 X — o ) 4 X — 00 4 x—-wo X

X 1 + — x (1 + )
X X e > 0(>0)
: : 6

lim f(x)~ lim — =0 — ¢

oo Bo—em 3
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Wendestellen

Eine Wendestelle 1st dadurch gekennzeichnet, dass die 1. Ableitung
an dieser Stelle ein Extremum haben muss. Mogliche Wendestellen
liegen also immer an denjenigen Stellen vor, an denen die 2. Ab-
leitung Nullstellen besitzt.

Fir die Existenz einer Wendestelle gilt folgende hinreichende
Bedingung:

Eine Funktion f sei in ihrem Definitionsbereich dreimal differen-
zierbar. Gilt fiir eine Stelle des Definitionsbereiches

frxy) =0, T (xy) # 0

so hat f an dieser Stelle eine Wendestelle.

Es gibt Wendestellen, fiir die auflerdem gilt
S/ ’(xw) =0

An solchen Stellen verlduft die Tangente an den Graphen von f(x)
parallel zur x-Achse. Man nennt solche Wendepunkte Sattelpunkte.
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Wendespunkten: Aufgabe 1

Wir bestimmen die Wendestellen der Funktion f(x) =3x" - 8x’ + 6x°

f'(x)=12x—24x" + 12x
' (x)=36x" — 48 x + 12
f'' 7 (x) =72x — 48

Notwendige Bedingung £ '’ (x,) =0

36x —48x + 12 =0 o 3x*—4x+1=0

Hinreichende Bedingung ' (x,) #0

frrr(%):_zél_’ frrr(1>:24

Wendepunkte W (l ﬂ) , w,(1, 1)
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Wendepunkten: Aufgabe 1

Die Abbildung der Funktion f(x): f (x) =3 x'—8x +6x°
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Wendepunkten: Aufgabe 2

Wir bestimmen die Wendestellen der Funktion f(x)=3x" — 5x"

f'(x)=5x> (3x — 4)
7' (x)=60x> (x — 1)
f'"'(x)=60x (3x — 2)

Notwendige Bedingung £ '"(x, ) = 0

Hinreichende Bedingung f '’ ’(xW) # (0 1ist fiir x = 0 nicht erfiillt.
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Wendepunkten: Aufgabe 2

Die Abbildung der Funktion f(x): f (x) =3x — 5x°
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Extrem- und Wendepunkte: Aufgabe 3

flx)=x" =%
Nullstellen: flxy)=xy —xy=xy (x5 —1)=0
Drei Nullstellen: x, = 0, xy =1L xy =-1
Ableitungen: f'(x)=4x>—2x

fr(x)=12x" =2
f'(x)=24x

Extrempunkte: f'(x,)=0

f’<xE):4xij_2xE:0, 2xE(2xé—1):O =

1

xg, =0, A D)
e = £(0)=0, = flf5]=—
£y E, 2 4

_ 1 __ 1

yE3_f( 2)— 4
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Extrem- und Wendepunkte: Aufgabe 3

f'(0)=-2<0 = H(0,0)— lokales Maximum

I 11
"=l =6 —-2=4>0 = T ({=:;— =
4 ( ) g (@ 4

2
' 1 1 1 »
VA 5 =6 —-2=4>0 = T,|- 5;— il lokales Minimum

— lokales Minimum

Wendepunkte:  f''(x,)=0

f,’(X): 12)6;,—2:0 = XW1: g’ szz_ 6
5 5
lezf(xW):_ 36’ ywzzf(xwz):_ 36
1 5 . /15
W (xy le) — Wl( g,_ g), WZ(xWZ’yW) Wz( 6 g)
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Extrem- und Wendepunkte: Aufgabe 3

Die Abbildung der Funktion f(x): f (x) =X — X
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