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Wie bestimmt man Ableitungen folgender Funktionen?

f(x) = cos®x, g(x)=cos’x, h(x)= 4\/cosx

Man kann die Funktion f(x) mit Hilfe der Produktregel ableiten,
fir die Funktion g (x) ist diese Vorgehensweise schon sehr aufwen-
dig, und fiir 4 (x) ist die Produktregel liberhaupt nicht verwendbar.

Man braucht eine neue Ableitungsregel.
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Output

L]
bl e

Substitution u =u (x)

http://www.flickr.com/photos/9184647@N02/2062425056

Abb. 1-1: Umformung der Funktion y = f(x) mit Hilfe einer geeigneten Substitution

Mit Hilfe einer geeigneter Substitution u = u (x) werden Funktionen in
einfacher gebaute und moglichst elementare Funktionen iiberfiihrt.
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y=fx) = u=ulx) — y=7F(u

Substitution

y = F(u) — 4uBere Funktion

u = u(x) — innere Funktion

A Kettenregel:

Die Ableitung einer zusamengesetzten (verketteten)

Funktion y = F' (u (x)) =f (x) erhdlt man als Produkt
der duBleren und inneren Ableitung:

,_dy _dy du
Y d x du dx
4y _ dullere Ableitung, % — innere Ableitung
u X
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Umformungen von Funktionen

y = f(x) y = F(u)
2 2
y = cos” Xx Yy =u
_ 4 4
Yy = COoS X y=u
1
4 4
y = VCcosx y =u

Abb. 1-2: Umformungen von Funktionen mit Hilfe der Substitution u = cos x
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Umformungen von Funktionen

y=sin(3x) - u=3x — y=sinu

y=(x2+2)5—> u:x2-|—2—> y:us

:Jﬂ_) yo2x=-1 _ 12
’ x +1 x+ 1 “

y=1n(x3—7) > u=x -7 - y=Inu

\ J
Vil . ol VPRI T L A
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Kettenregel: Beispiel 1

y = sin(x° — 2 x)

Hier liegt keine reine Sinusfunktion vor, sondern eine, in deren
Argument ein Polynom steht. In solchen Fillen geht man am

besten folgendermallen vor:

Man zerlegt die gegebene Funktion in einfachere Funktionen,
moglichst in Grundfunktionen, die man mit Hilfe bekannter

Differentiationsregeln ableiten kann

y =sinu, u=x —2x

e Man bildet dulere und innere Ableitungen

ﬂzcosu, %=3x2—2
X

u

e Zuletzt wird das Produkt der Einzelableitungen gebildet

_dy _
Y T4 du dlz

v _ @y du _ cosu - (3x* —2) = (3x* = 2) cos (x* — 2x)
X
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Kettenregel: Beispiel 2

y = In[sin (x* + 3)]

1. Substitution: u=u(x)=x>+3 y=In(sinu)

Diese Funktion ist nicht elementar differenzierbar. Man
braucht eine weitere Substitution:

2. Substitution: v =v(u) =sinu, y=Inv
= y=Inv, v =sinu, u= x>+ 3
y =L D b Ly (22) = SR (o) =
= 2xcotu = 2xcot(x> + 3)
y ' = L In[sin (x* + 3)] = 2 x cot (x* + 3)

dx
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Kettenregel: Aufgabe 1

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen

f a) f(x)=(x+3)0°, g(x)=(x—6)
b) f(x)=(2x=5)*  g(x)=(5x—11)"
! C X) = I X) = 2
—— A (x —2) ! (x +12)7
3 e 7
A “) f<x)_(2x—3)5’ e 3(dx+ 1)

e) fx)=Vvx+3, gx)=Vx-9
£) fx)=V2r—6, glx)=Vx>+4
g) fx)=x+4, gx)=VY2x+1
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Kettenregel: Losung 1 a-d

b) f(x)=(2x—-5)*  f'(x)=4(2x—-5’2=8(12x-5)°

g(x)=G6x—1D)"7,  g'(x)=1205x—-11)"5=60(5x—11)"
_ 1 —(x — )3 () = —3(x — 27 4= _ 3
c) f(x)—<x_2)3 (x—2)77, f'(x)==3(x-2) 2]
2 _ , _ 14
g(x)Z(x+12)7=2(x+12) 7 g(x)=—14(x+12)8=—<x+12)8
3 _
D )= = @3 ’,
_ _ 30
Frx)=—1502x—-3)%2=-30(2x—-3)%=— e
_ 2 2 (4413
g(x)—3(4x+1)3 ; Wx+1)7,
()= 2 (dx 4 1) 4 (—3)d = —8 (4x 4+ 1) 4= — 8
g'(x)=3 (4x +1)7%(=3)4 = -8 (4x +1) R
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Kettenregel: Losung 1 e-g

e) f(x)=vx+3=(x+3)"% f(x) =

1
2
Cr 0= (x o) ) = L (x — 9 1/2 =
g(x)=Vx—-9=(x—-9)"", g'(x) 2( 9) 2Vx_9

1) F=x—6=02x-6",  fix)=2@x-6 "= Jﬁ
g(x)= \/m:(x2—|—4)1/2, (x) =+ (x2+ 422y = 2x
x“+ 4
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Kettenregel: Aufgabe 2

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen

a) f(x)=5cos(3x), g(x)= cos(Vx)
b) f(x)=sin(x>+3), g(x)=sin(x’—V2x)

P i ‘I
‘ o) Fl) =il 59, sle) =k 254 3

4 3 4
a’)f(x)z x 4+ 3x x  + 2x

x? X

e) f(x)=\/4x—|—sinx, g(x)=\/7x—|-cosx

A A = e s, e = R e )

g) fx)=(x+2)V2x =3, glx)=Vx+7x
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Kettenregel: Losung 2 a-d

a) f(x)=5cos(3x), [f'(x)=—15sin(3x)

g(x)zcos(\/;), gr(x>:_szin\/\/§

b) f(x)=sin(x*+3), f'(x)=2xcos(x*+ 3)

g(x)zsin(x3—\/27x), g'(x)=(3x% - \/21— -cos(x3—\/a)
X
4 x°
c) flx)=m(x*"+5), f'(x)=—
X"+ 5
. 3 ; _ 3x2—2
g(x)=In(x>=-2x +3), g'(x) 3o 13
d) f(x)z(x2+3x_1)3
f’(x)=3(x2+3x_1)2(2x—3x_2)=3 xz—l—%2 2x—%
5 4
glr) = | =225 gr(x) =8x (2 + 2
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Kettenregel: Losung 2 e,f

_ 4 + cos x
2\/4x + sin x

e) f(x)=\/4x—|—sinx, 1 (x)

, 7 — sin x
(x)

X =¢7x+cosx, g =
g () 27 x + cos x

- s () = 2—3cos(3x)
7y Jel=is —eabal, 7=t e

g(x)=\/x3+cos(2x), g'(x) = 3x” — 2sin(2x)
2 Vx® 4 cos (2 x)

g) flx)=(x+2)V2x-3, f'(x)= jz%
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