Ableitungsregeln

Ma 1 — Lubov Vassilevskaya
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Erste Ableitung der elementaren Funktionen, Faktorregel, Summenregel

(x")'=nx""" neR
(sinx)" = cos x, (cos x)' = —sin x
(e¥)" =e" (a*)"=(Ina)a”
/ !/ 1
(Inx)'=—= (logax) = Tina’ x,a>0
/ 1 , 1
(tanx) = 7 (cotx) =
cos” x sin” x
(arcsinx)' = 1 , (arccosx)’ = — S
] — x? \/l—x2
Faktorregel: y=0C"- f(x) y'=C-f'

Summenregel:
y=fx)+ folx)+ ..+ f (x), y'=f A fly
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Faktorregel, Summenregel: Aufgaben I, 2

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen

Aufgabe 1:

a)y=x3—5x2+3x—2, b) y=x

Aufgabe 2:

a)y=2\/;—84\1/;, b)y=4x\/;—6%/;

c)y— \/74—9\/» d)y—xf—7—7xé\1/;
X
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Faktorregel, Summenregel: Losung I

a)y’=3x2—10x—|—3
by y' =12xt—21x%+5

c)y'=2x7—2x5+2x3

4 2 1 4 2 -2

4 2 X 252 4 2 2
y’=x3—x+x2+x_3=x3—x+i2+i3

X X
e)y = 2—%+%=x2—2x_3+6x_4
X X
y’=2x—|—6x_4—24x_5=2x+£4—2—451
X X
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I-1c

Faktorregel, Summenregel: Losung 2

a) y:2\/;—84x _ 912 _ g /4

: ~1/2 _ 5 =314 _ 1 2

b) y=4X\/;—63x =4x32 —6x!/3

y' —6x 12— 2x723 26\/;——2

3 2
X

C) y— 4\1/5_'_9\/» + 9x 23
X

, 6

yzsz

4
d) y—x(—\/——7x\/7—x — 453 77

X

y=dG-RYE By
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Faktorregel, Summenregel: Aufgaben 3, 4

Bestimmen Sie die erste Ableitung folgender Funktionen

Aufgabe 3: a) y =3 sinx — 4 cosx

b) y=x"—2cosx +3 e’ +Inx

c) y=3tanx — cotx

d) y = 2arcsinx — x°

flx)=m(x"), gx)=8m(Vx), h(x)=m(x’)
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Faktorregel, Summenregel: Losungen 3, 4

Losung 3.
a) y' =3 cosx + 4 sinx, b)y'=5x4+25inx+3ex+%
, 3 1 , 2 2
coS” x sin” x 1 — =
Losung 4.
7 , 7
fx)=tn(x)=7(x), filx)="

g(x)=8 111(?) 8 ln(x

=2 Inx, f'(x)=

h(x)=ln(ezx3)=2+3lnx, h'(x)=
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Produktregel

Priifen Sie mithilfe geeigneter Funktionen, welche der beiden Varianten als
Ableitungsregel fiir eine Produktfunktion f(x) =u (x) - v (x) stimmen kann:

Variante 1: Frx)=w-v) ' =u"-v’
Variante 2: Frx)=W-v) ' =u"-v+v' -u
Hinweis:

Die Funktionen sollen so gewahlt werden, dass das Ergebnis fiir die Ableitung
auch mit anderen jetzt schon bekannten Regeln iiberpriift werden kann.
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Produktregel: Beispiel 1

Variante 1:

f’(x)zu’-v’z(x3)’(3x2—5x)’=3x2 (6x—5)=18x3—15x2

Variante 2:
f’(x)=u'-v—|—v'-u=3x2(3x2—5x)—|—x3 (6x —5) =

= 9x4— 15x3 + 6x4— 5x3= 15x4— 20x3

Uberpriifung mithilfe der Summen- und Faktorregel:

f(x) = x> (3x2 — 5x) = 3x° — 5x°
f'(x) = 15x* — 20%°

Die zweite Variante fiir die Ableitungsregel einer Produktfunktion ist richtig,
die erste ist falsch.
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Produktregel: Beispiel 2

Variante 1:
f(x)=u’ V':(3x2—2)' (x_4)':—4.6x x_S:—24x_4=—2_j
X
Variante 2:
f'(x)zu"v+V’-u=6x-x_4+(3x2_2).(_4)x—5:
=6x_3—4-(3x2—2)x_5:_6x—3_|_8x—SZ_%_'_%
X X

Uberpriifung mithilfe der Summen- und Faktorregel:
f(x)=(3x2—2)-x_4=3x_2—2x_4

f’()c)=—6x_3+8x_sz—ig,Jrﬁ5
X X

Die zweite Variante ist richtig.
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Produktregel: algebraischer Beweis

f'(x)= lim f<x+Ax)_f(x)_

Ax -0 A x
~ lim u(lx + Ax)v(x + Ax) — u(x)v(x) _
Ax — 0 A x

Die Ergidnzung u(x)-vix+Ax)—u(x) - v(x+ Ax) andert
den Differentialquotienten von f nicht.

~ im u(lx + Ax)vix +Ax)—u(x) - vix+Ax)+ul(x) vix+Ax)—u(x)v(x) _

Ax—-0 Ax

= lim ulx + Ax) = u(x) v(ix+Ax)+ lim u(x)- =
Ax—0 AXx Ax =0 AXx

u' (x) V' (x)
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Produktregel: Aufgabe 5

Produktregel: Yy =u-v y’=(u-v)’=u’-v+v'-u

Aufgabe 5: Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen
mit Hilfe der Produktregel

a) flx)=("+1) (-1
(x)

= 2 sin X COSX

e) f(x = sinx + cos’x

) flx)=1x cosx
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Produktregel: Losung 5

a) f'(x)=5x"+3x*-2x

b) f'(x) =2 (cos’x — sin®x) =2 cos2x
c) f'(x)=1+1Inx

d) f'(x)=2sinx cosx = sin(2x)

e) f'(x)=0, sin®x + cos” x = 1,

) f'lx)= (cosx — 2 x sin x)

24/x
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Produktregel im Vergleich zu anderen Ableitungsregel

Aufgabe 6:

Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktionen auf zwei verschiedenen
Wegen, und entscheiden Sie, welcher Weg der einfachere ist:

a)f(x):x(x3—|—2x), b) f(x):x4-x5
) f(x)=(x"=5x) (x> +7), d) f(x)=0Cx-2)

12 — 3 x°

2
e) f(x) = £ fx)=x-Vx, g) flx) ==

Aufgabe 7: Bestimmen Sie die erste Ableitung der Funktionen
a) y=(2- \/;)(2 +\/;) + X

by y=(3-23x)(3 +23x)

c) y=(3- 2x)2(3 +2x)2 +4x*

dy y=(1—-Vx) (1 +/x) +x°
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Faktorregel, Summenregel: Losung 7

a) y=(2—\/;)(2+\/;)+x=4, y'=20

b) y=(3-2Vx)(3+2Vx) =9 4x23

~1/3 _ 8

-

/

__8 .
Y 3

¢) y=0B-2x B+ 2x) +4x*=(3-2x)(3+2x)) +4x"=
=(9—4x")*+4x*=81-72x" +20x"

y' =144 + 80x°

d) y=(1 =V (1+Vxf + 2= (1= %) (1 +x)" +2° =
=(1—x)2+x3=1—2x+x2+x3

y'=—2+42x+ 3x°
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Produktregel im Vergleich zu anderen Ableitungsregeln

Aufgabe 8:

Geben Sie zwei Funktionen mit mehreren Funktionstermen an, bei denen nach
Vereinfachung der Terme die Anwendung der Summen- und Faktorregel der
Produktregel vorzuziehen ist.

Aufgabe 9:

Geben Sie vier Funktionen an, bei denen die Anwendung der Produktregel
zur Bestimmung der Ableitung notwendig ist.
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Produktregel im Vergleich zu anderen Ableitungsregeln: Losung 8

1) f(x)=2x*Vx + (\/;)2=2x5/2+x2/3

Ableitung mithilfe der Summen- und Faktorregel:

3 4 2 _4 3 1
x 2 +2x3 =5x2+2x 3
3 3

frlx) =22
2 33x

Ableitung mithilfe der Produktregel:

1" 1 1 1
Frix) =23 Vx +2x2 (Vx) + x3) - x3 + 23 1x3) =
2 _3 1 1 2
_l
:SX\/;+%_X 3:5x\/;_|__2
3 3
3vVx
4 2 1 1 1 3yt
= — - i . + .
2) f(x) 3x X +2 6x) 3 3x — x > -
' — 2 —4 -5 1 3 2
f(X)—3+X - = X +§x =3 + > 4_|_ 3
X 2Xx 3x

3-3b Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Produktregel im Vergleich zu anderen Ableitungsregeln: Losung 9

1) f(x)=¢e" sinx

f'(x)=(e")" sinx + e (sinx)"=¢e" sinx + e cosx

2) f(x)= x> tan x
3
f'(x) = (x3)' tan x + x° (tan x) ' = 3 x2 tan x +

COS X

3) f(x) = \/; COS X

f'(x)Z(\/;)'cosx+\/7 (cos x)' = — Jx - sinx

2f

1 ' 1\ 1
=02 =l 3 ma) =l 3 omx+x 3 =
Vx
_ 1 _1
=—%x 3 lnx+x ° 1 —3—31nx
3x\/;
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Quotientenregel: Aufgabe 10

: . u ; u -v—v -u
Quotientenregel: y == y' =
v

Aufgabe 10: Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen
mit Hilfe der Quotientenregel

X X
a) y= 5 - b) y= .
1 — x 1 — x
2 2 \/‘
a” — x X
c) y=—F"-, d) y=
azz-l—x2 a—\/;
1 _ sinx
¢) y_lnx’ /) y_lnx
sin x . X
g) y = tanx, h) y= ot i) Y = oy
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Quotientenregel: Losung 10

1 + x° 1+(n—1)x"
a) y'= . b)) y'=
(1 - x*)? (1 — ")
4a° x a
c) y'=- ,od) y'=
(a® + x%) 2x(a = Vx)’
. 1 , xlnx-cosx — sinx
e) y'=————, f) y'= -
x (In x) x In”x
, 1 , X COSx — sinx
g) y'=—>—, h) y'= >
cCos” x X
i) ,:cosx+xsinx: I + xtan x
Coszx COS X
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Hohere Ableitungen: Aufgabe 11

Ist die Ableitung f(x) einer Funktion als Funktion betrachtet differenzierbar,
So ist (f'(x))' die zweite Ableitung. Man schreibt auch

2
f"(x) oder @ jlo) f(x)

dx?

Unter der Voraussetzung der Differenzierbarkeit der Ableitungsfunktionen kann
man auch weitere Ableitungen definieren. Die n-te Ableitung ist, zum Beispiel,
als (n—1)-te Ableitung definiert. Man schreibt fiir eine Funktion y = f (x):

=4 ) e @y
d x" dx"

Aufgabe 11: Bestimmen Sie die gegebenen Ableitungen der Funktion

y:3x5_ 4X3 +2X2— 1’ yl’ yrr’ y"” y(4)’ y(S), y(6)’ y(7)
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Hohere Ableitungen: Losung 11

Losung 11:
y=3x"—4x+2x* -1, y'=3-5x"—4-3x>4+2-2x
y''=3-54x3—4-32x+2-21, y''""=3-543x>— 43

YW =3.5432x, ) =3.51=360

Beim Ableiten verringert sich der Grad einer ganzrationalen Funktion
jeweils um 1.

Jede ganzrationale Funktion des Grades n > 1 ist differenzierbar.
Thre Ableitung f’ ist eine ganzrationale Funktion vom Grad »n — 1.
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