Implizite Differentiation
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Implizite Darstellung

Eine Funktion ist in impliziter Form gegeben, wenn die Funktions-
gleichung nach keiner der beiden Variablen x und y aufgelost ist.

Beispielsweise
2x —y+1=0
4xy—y+3x2=0
x“+y =4

x3—y3:2xy
2
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Implizite Darstellung: Beispiel 1

Yi

Y2

TV

Abb. Bl: Kreis mit Mittelpunkt O (0, 0) und Radius 2. Der Kreis wird durch eine
implizite Funktionsgleichung dargestellt.
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Implizite Darstellung: Beispiel 1

Implizite Ableitung:
d o, d o _d
dx (x ) + dx (y )_ dx (4)’

2x+2yy'=0

1-2b
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Implizite Darstellung: Beispiel 2

Abb. B2: Die Parabel y?>=x + 2 ist durch eine in impliziter Form gegebene Funktion dargestellt

y=x+2  y =Vx+2, y,=-Vx+2, P, =(2,2), P,=(2-2)
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Implizite Darstellung: Beispiel 3

_A-
Abb. B3: Die Curve C mit den eingezeichneten Punkten A und B und den Tangenten in diesen Punkten

Bestimmen Sie die Steigung der Curve C in den Punkten 4 und B und die Glei-
chungen der Tangenten in diesen Punkten.

C: y =2x’+5xy, A=(1,-2), B=(4,-2)
1-4a Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Implizite Darstellung: Beispiel 3

C: y =2x*+5xy, A=(1,-2), B=(4-2)

d 3_d|(,2 2, ,
dxy —dx(2x +5xy), 3y y —4x—|—5(y+xy)

,_ 4x+5y

y’(3y2—5x)=4x+5y, v 5
3y —35x

4x+35y
3y2—5x

4x +5y
3y2—5x

Y= - -

V' lpa,-2)=

A(1,-2)

_6
7 B(4,-2)

3
4

Die Gleichung der Tangente im Punkt P:

P:(x():yo): y:y0+mt<x_x()>

Die Gleichung der Tangente im Punkt A:

6 8
A=1(1,—-2): — =) == — =— = -
(, 2) y 2 7(x 1), y 7

6
=X

Die Gleichung der Tangente im Punkt B:

_(4 _5) . 3 _1_3
B=(4,-2): y=-2 4U 4), y=1 7%
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Implizite Differentiation.: Aufgaben 1, 2

Aufgabe 1:

Bestimmen Sie durch implizites und explizites Differenzieren die
Ableitung folgender Funktionen

a)xy —x+2y=-3, b) e’ = —

Aufgabe 2:

Bestimmen Sie durch implizites Differenzieren die Ableitung folgender
Funktionen in den Punkten P

a)xy=4, P, =(41), P,=(2,2)

by x*—y?=—1, P, =(2,3), P,=(1,-2)

%):2, P=(4, 27“) d)y’ =%, P=(e,2)

Cc) Xxcos

2-1 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Implizite Differentiation: Losung 1

a)xy—x+2y=-3, y(x +2)=-3 +x,
y:x—3 = 5
x+2° (x +2)
i(xy_x+2y):i(—3), y+xy' ' —14+2y"'=0
dx dx
1_x—3
1 — vy x +2 5
4 —|—2 :1— , I — = =
7l +2) 4 4 % 2 x +2 (x +2)
b)ey_x2=l, y'=2x—l
X X
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Implizite Differentiation: Losung 2a

-3
Abb. L2a-1: Graphische Darstellung der Gleichung xy =4 mit Punkt (4, 1) und dortiger Tangente
mit Steigung -1/4

1

x=4, y=1 4

Y
X

d d
—_— = — 4 + I — = — &
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Implizite Differentiation: Losung 2a

_3_

Abb. L2a-2: Graphische Darstellung der Gleichung xy =4 mit Punkt (2, 2) und dortiger Tangente
mit Steigung - [

Y

i = —1
X

x=2, y=2
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Implizite Differentiation: Losungen 2 b-d)

d 3 2 d 9 3 x?
—_— — = — (— — 9 I = fh = ==
by (" =y =—-(=1), 3x yy'=0, y 2y
3 x?
! pu— —— :2
y|P1 2y x=2,y=3
3 x° 3
' = | = = —-——==>~-—1.06
Y |P2 2y x=1 y=—\/§ 2\/5

d y) d dy 2 (y) dy 1

c) — |x cos|=||=— 2, — = — cot|= — = ——

) dx 2 dx dx x 2 dx | p=(4, 2pi/3) 2\/5
d dy _ 2 dy 1
o =4—1 2 = — = — = —
d) y dx nz| yy dc xy dx|p=(ec,2) €

2-5

Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Implizite Differentiation: Losung 2b

Abb. L2b-1: Graphische Darstellung der Gleichung x°- y? = -1 mit Punkt (2, 3) und dortiger Tangente
mit Steigung 2
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Implizite Differentiation: Losung 2b

=

+.-.L.-.---L

b,

&
|
<
I

S——————————————————— ——————

Abb. L2b-2: Graphische Darstellung der Gleichung x*- y?>=-1 mit Punkt (1, -N2) und dortiger Tangente
mit Steigung -1.06
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Implizite Differentiation: Aufgabe 3

Bestimmen Sie dy/dx durch implizites Differenzieren
a)xzy—2x+y=5, xz—y2=16, 4x2—|-9y2:25
b)x2—2xy+3y2=6, y4+4y—2x3=2x+1,

2 2
X -y _

ry =.X+y, ﬁ—:;,
X =Y X"+ y

x+2y:
x2+y2

b
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Implizite Differentiation: Losung 3

2(1 —
a) $2y—23:+y:5ﬁ y' = ( zy) ;3'32—3,!2:16:, y":E,
| 1 + a2 Y
4
4 4+ 92 =25 o = ——
9y
T_
b) z2 —2zy + 3y° =6, y = y,
T — 3Y
3z% + 1
4 3 /
+dy—2x" = 2z +.1, = :
s GRFICEESY
2 1 2e—
() —— =z+y, sy=2—3 y = 2
r—1 T+ 2y
2 2
L=y 2, 02 ;L
332‘1‘3}2_3? £L +2y _U: y__%?
T2y ; 85— 1
7 2:4: 0 = . !
T4+ y 2(1 — 4y)
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Implizite Differentiation: Aufgabe 4

Bestimmen Sie dy/dx durch implizites Differenzieren

a) T— 4= 8N -+ Ty, Sln:r—|—5111y:§, 5111;172—|—cosy:3:2—y2?

b) y = cos(z + y), sin(z 4+ y) =y —z, cos(2z +y) = y? + 7,

c) siny+ 2%y =z —y, sin(z? — y) = xv, cos(y® — z) = 2z — ¥,
d) cosy —siny =1y, cos’y =z — v, sing(Qy) =2z —y — 1.

4-1
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Implizite Differentiation: Losung 4 a,b

: p 1l—y
a) T —1y =siny + xy, y:1+:1:—}—cosy’
s / 4 1 1
SInz +siny = -, =} o —coad — | = —cosZT | secy,
2 2 cos Y 2
22 (1 — 2

sin(z?) + cosy = 2° — y°, f::$;y:2ijn

P sin(z + y)

b) y = cos(z + y),

o
|

1 +sin(z+y)’
_ , 1+ cos(z+y)
Sln(m_{_y):y_:r? g = l—COS(iIf—f—y)!

1 + 2 sin(: $+y)
. — q? =
cos(2z +y) =y +, i 2y +sin(2z + y) ’
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Implizite Differentiation: Losung 4c

sin y +x2y2=x—y

d | . ) d
= + == (x— y],
- lsiny +x7y | s x — y)

’

y’cosy+2xy2+2x2yy’:1—y

’ ' 2 r __ 2
y'cosy +y ' +2x"yy'=1—-2xy
1+cosy+2x2yy'=1—2xy2

70— 1—2)cy2
I +cosy +2x2y
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Implizite Differentiation: Losung 4c

: p / y Fd . tf 3 4 \
7 X &_J_‘S(xlﬂ}f\)ﬁy =N COY N K ~Yi= 7‘(3’(*&’35(r—)ﬁ'

i 2 Bl e 1 (k X y) —}’
X 4 W ( X "':?"
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Implizite Differentiation: Losung 4c
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Implizite Differentiation: Losung 4d

B
d) cosy —siny = z° v, y' = J

23 +siny + cosy’
5 9 ; 2z 2z
RS yZI—ESinycosyzl—sin@fg)’
r 2 B 2
= 4sin(2y) cos(2y) +1  2sin(4y) +1°

sin(2y) =2z —y — 1,

4-6 Ma 1 — Lubov Vassilevskaya



Implizite Differentiation: Aufgaben 35, 6

Aufgabe 5: Bestimmen Sie dy/dx durch implizites Differenzieren
xr

a) xlny =3y — Inx, In(x +y) =y — =, Iny—Inz=ye ~,

. . 1
b) ln(mz—l—y):y—&r, yzln(;r2+yz), J:—yln(——y).
I
Aufgabe 6: Bestimmen Sie dy/dx durch implizites Differenzieren

a) e ¥ =y—uz, e? =z, e 7Y =y — z°,

b e¥ = Inm, e = Invy, e’V"" =In(z +y).
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5-2

Implizite Differentiation: Losung 5

a) zln(y) =3y — Inx,
In(z +y) =y — =,

Iti i — JiiiE =qpe ™,

b) In(z? +y) =y — 2z,

= 111(:1?2 + yg),

I

Yy

!

Y

Yy

o G
y (e — zy)
I(EI—y)j
; 2(:172—|—I—|—y)
- 2 +y—1"
2T

12 4 2 —Zy?

(1 ) ; r’y—x—1
r—yg=hn|l—-=gy];, g=

r(zy+x—1)
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Implizite Differentiation: Losung 6
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Gleichung einer Tangente: Aufgabe 7

Abb. 3-1: Das kartesische Blatt x° + y° = 3axy

Das kartesische Blatt ist eine ebene Kurve 3. Ordnung, die nach dem fran-

zO0sischen Mathematiker und Philosophen René Descartes benannt ist.
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i

Abb. 3-2: Die Kurve x*+y*=9/2xy (a=3/2)

Aufgabe 7: Bestimmen Sie die Gleichung einer Tangente der gezeichneten Kurve
x*+y*=9/2xy im Punkt (1, 2).
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Implizite Differentiation: Losung 7

d 3 3_ 9 d dy 3y —2x°
—_ _|_ = — — s =
dx =+ 57 2 dx (*) dx 2% - 3x
ay| _ 3y —2x _ 4
dx P 2y2 3x =, y=2 5,

4 6
ytan_gx—i_g
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Gleichung einer Tangente: Aufgabe &

Die Gleichung einer Kurve C ist gegeben. Bestimmen Sie die Gleichung
der Tangente im Punkt (1, 0).

C: y=In(x*+2y%
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Implizite Differentiation: Losung &8

C: y=In(x*+2y%
Die implizite Differentiation fiihrt zundchst auf

. d 2x + 4 '
y'=——(In(x®+2y%) = —

X )c2+2y2

Einsetzen der x- und y-Koordinaten von P (1, ) ergibt dann direkt y'= 2.

/ J—
y |x=1, y=0 2

m=2, Vi = 2% — 2
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